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(Tái bản lần thứ mười hai) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


Hãy bảo quản, giữ gìn sách giáo khoa để dành tặng cho các em học sinh lớp sau ! 


NHỮNG ĐIỀU HỌC SINH CẦN CHÚ Ý KHI SỬ DỤNG SÁCH GIÁO KHOA 


1. Khi nghe thầy cô giáo giảng bài, luôn luôn có SGK trước mặt. Tuy nhiên 
không viết, vẽ thêm vào SGK để năm sau các bạn khác có thể dùng được. 

2. Về trình bày, sách giáo khoa có hai mảng : mảng chính và mảng phụ. 
Mảng chính gồm các định nghĩa, định lí, tính chất,... và thường được đóng 
khung hoặc có đường viền ở mép trái. Mảng này được in lùi vào trong. 


3. Khi gặp Câu hỏi |?j , cần phải suy nghĩ, trả lời nhanh và đúng. 


4. Khi gặp Hoạt động R, phải dùng bút và giấy nháp để thực hiện những 
yêu cầu mà hoạt động đòi hỏi. 


Bản quyền thuộc Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam - Bộ Giáo dục và Đào tạo 
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KHỐI ĐA DIỆN VÀ THỂ TÍCH CỦA CHÚNG 


Trong đời sống hằng ngày, chúng ta thường gặp 
những vật thể có hình dạng là khối đa diện. Trong 
chương này, ta sẽ làm quen với các khái niệm : 
khối đa diện, hình đa diện, sự bằng nhau và sự 
đồng dạng của các khối đa diện, các khối đa diện 
đều. Học sinh cần nhớ công thức tính thể tích khối 
chóp, khối lăng trụ, từ đó biết cách tính thể tích 
của các khối phức tạp hơn. 


KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 


1. Khối đa diện. Khối chóp, khối lăng trụ 
Các em hãy quan sát các hình sau đây (hình la, Ib, Ic, 1d, Ie). 


đồ 
a) 


3. HỆ đi Z 
| 
c) d) e) 
Hình 1 


Mỗi hình trên đều có hai đặc điểm : 

a) Gồm một số hữu hạn đa giác phẳng (ở đây "đa giác phẳng" được hiểu là 
bao gồm cả các điểm trong của nó) ; 

b) Phân chia không gian thành hai phần : phần bên trong và phân bên ngoài 
của hình đó. (Nếu ta chế tạo mỗi hình bằng chất nhựa trong suốt thì ta có 
thể bơm vào phần bên trong của nó một chất khí có màu, và khi đó phần 
bên trong đã được "tô màu”, còn phần bên ngoài thì không). 

Giả sử .⁄là hình có hai đặc điểm nói trên. Khi đó, mỗi điểm thuộc phần 


bên trong của nó được gọi là điển nằm trong .⁄/ 


Hình hộp chữ nhật ' có 6 mặt là hình chữ 


R 


| Hình 5 cùng với các điểm nằm trong ' được gọi là khối đa 
diện giới hạn bởi hình . 

Mỗi đa giác của hình .⁄2 được gọi là một mi của khối đa diện. Các đỉnh, 
các cạnh của mỗi mặt còn gọi là đỉnh, cạnh của khối đa diện. Các điểm 
nằm trong hình .⁄còn gọi là điểm trong của khối đa diện. 

Khối đa diện được gọi là khối chóp, khối chóp cụt nếu nó được giới hạn 

bởi một hình chóp, hình chóp cụt (h.1a, 1b). Như vậy, ta có thể nói về khối 
chóp m-giác, khối chóp cụt ø-giác, khối chóp đều, khối tứ diện,... 

Tương tự, khối đa diện được gọi là khối lăng trụ nếu nó được giới hạn bởi 
một hình lăng trụ (h.Ic). Ta cũng có thể nói về khối hộp, khối hộp chữ 
nhật, khối lập phương,... 


Ngoài các khối kể trên, chúng ta còn gặp các khối đa diện phức tạp hơn 
như ở các hình 1d, le. 


nhật (h.2a). Nếu ta bỏ đi hình chữ nhật 
ABCD thì ta được một hình .⁄ ˆ chỉ gồm 5 
hình chữ nhật (h.2bh). 

Tại sao không thể nói rằng có khối đa 
diện giới hạn bởi hình .'ˆ ? Hình 2 


Từ đó ta cần chú ý rằng : Khối đa diện được giới hạn bởi một hình gồm 
những đa giác phẳng, nhưng không phải bất kì hình nào gồm những đa 
giác phẳng cũng giới hạn ra một khối đa diện. 

Từ đây trở đi, ta chỉ xét các khối đa diện giới hạn bởi hình .⁄ gồm một số 
hữu hạn đa giác phẳng thoả mãn hai điều kiện : 

1) Hai đa giác bất kì hoặc không có điểm chung, hoặc có một đỉnh chung, 
hoặc có một cạnh chung. 


2) Môi cạnh của một đa giác là cạnh chung của đúng hai đa giác. 


| Hình .⁄' gồm các đa giác như thế được gọi là một hình đa 
diện, hoặc đơn giản là đa diện. 
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Hãy kiểm tra rằng các hình 1a, 1b, 1c, 1d, 1e đều thoả mãn các điều kiện 1) và 2) 
trên đây. Hình 2b không thoả mãn điều kiện nào trong hai điều kiện đó 2? 


2. Phân chia và lắp ghép các khối đa diện 


Ví dụ 1 
Cho khối chóp tứ giác S.ABCD (h.3). Ta hãy 
xét hai khối chóp tam giác S.ABC và S.ACD. 
Dễ thấy rằng : 
1l) Hai khối chóp đó không có điểm trong " 
chung, nghĩa là điểm trong của khối chóp này 
không phải là điểm trong của khối chóp kia. 

B 
2) Hợp của hai khối chóp S.ABC và S.ACD C 
chính là khối chóp S.ABCD. Hình 3 
Trong trường hợp đó ta nói rằng : Khối đa diện S.ABCD được phân chia 
thành hai khối đa diện S.ABC và S.ACD. Ta cũng còn nói : Hai khốt đa 
diện S.ABC và S.ACD được ghép lại thành khối đa diện S.ABCD. 


|?2| Có thể phân chia khối chóp bất kì thành những khối tứ diện hay không ? 


# 2 (h4) 
À 1) Cắt khối lăng trụ ABC.A'BC” bởi mặt phẳng 


A đ) 
(AC). Khi đó khối lăng trụ được phân chia _- 


thành những khối đa diện nào ? 


2) Hãy phân chia khối lăng trụ ABC.A8“C” thành 
ba khối tứ diện. 


r _- “ ` . “ A C 
Một cách tổng quát, dê thấy răng mọi khối 
chóp và khối lăng trụ luôn có thể phân chia B 
được thành những khối tứ diện (bằng nhiều Hình 4 


cách khác nhau). Thực ra điều đó cũng 
đúng cho khối đa diện bất kì. 


Ví dụ 2 

Hình 5Š cho ta thấy hai miếng gố (xem như hai khối đa diện) được chế tạo 
sao cho chúng có thể ghép vừa khít với nhau để tạo thành một khối lập 
phương. Để tháo rời hai miếng gỗ ở hình lập phương, cần phải cố định một 
miếng và tịnh tiến miếng kia theo một vectơ có phương hoàn toàn xác định. 


éø <2 G 


Hình 5 


Vui một chút ! 


Khối lập phương ở hình 6 được tạo thành từ 
hai miếng gỗ được ghép khít vào nhau, 
miếng trên và miếng dưới. (Ta không nhìn thấy 
hai mặt bên phía sau, nhưng chúng cũng hoàn 
toàn giống như hai mặt trông thấy). 

Em hãy chỉ ra cách chế tạo khối lập phương 
như vậy. 


Hình 6 


Câu hỏi vỏ bởi tập 
Chứng minh rằng nếu khối đa diện có các mặt là tam giác thì số mặt phải là 
số chăn. Hãy chỉ ra những khối đa diện như thế với số mặt bằng 4, 6, 8, 10. 


Chứng minh rằng nếu khối đa diện có mỗi đỉnh là đỉnh chung của ba cạnh 
thì số đỉnh phải là số chẵn. 


Chứng minh rằng nếu khối đa diện có các mặt là tam giác và mỗi đỉnh là 
đỉnh chung của ba cạnh thì đó là khối tứ diện. 


Hãy phân chia một khối hộp thành năm khối tứ diện. 


Hãy phân chia một khối tứ diện thành bốn khối tứ diện bởi hai mặt phẳng. 


PHÉP ĐỐI XỨNG QUA MẶT PHẲNG 
VÀ SỰ BẰNG NHAU CỦA CÁC 
KHỐI ĐA DIỆN 


Phép biến hình trong không gian được định nghĩa tương tự như trong mặt phẳng : 
Phép biến hình F trong không gian là một quy tắc để với mỗi 
điểm M (trong không gian), xác định được một điểm M' duy 
nhất gọi là ảnh của điểm M qua phép biến hình F. Ta còn nói 
F biến điểm M thành điểm M' và kí hiệu M' = F(M). 

Qua phép biến hình F, mỗi hình ‹ được biến thành hình .⁄'ˆ gồm 
tất cả các ảnh của các điểm thuộc hình 4: 
Sau đây ta xét phép đối xứng qua mặt phẳng, đó là một phép biến hình thường gặp. 
1. Phép đối xứng qua mặt phẳng 
ĐỊNH NGHĨA 1 (h.7) M 
Phép đối xứng qua mặt phẳng 
(P) là phép biến hình biến mỗi 
điểm thuộc (P) thành chính nó 
và biến mỗi điểm M không thuộc Z?) 
(P) thành điểm M' sao cho (P) là 
mặt phẳng trung trực của đoạn 
thẳng MM.. Hình 7 


M 


ĐỊNH LÍ 1 (h.8) 


Nếu phép đối xứng qua mp(P) 
biến hai điểm M, N lân lượt thành 
hai điển Mĩ, N' thì MN' = MN. 
(Như. vậy có thể nói : phép đối 


xứng qua mặt phẳng là phép 
biến hình bảo toàn khoảng cách 
giữa hai điểm bất kì). 


® 1 (để chứng minh định lí 1) 

Nếu Ä, N nằm trên (P) thì #⁄” trùng #⁄ và N” trùng N nên M'N'= MN. 
Nếu có ít nhất một trong hai điểm M, N không nằm trên (P) thì có mp(Ó) đi qua các 
điểm M, N, M', N'. Hãy dùng kiến thức hình học phẳng để chứng minh M⁄“N”= MN. 


Khi đứng trước một tấm gương phẳng, mỗi người sẽ nhìn thấy hình của 


mình ở “phía sau” tấm gương đó (h.9). Phép đối xứng qua mặt phẳng của 
tấm gương đã “biến” mỗi người thành hình của họ. 


Hình 9. Ảnh chụp một em bé trước gương 


Hình 10 là ảnh của Tháp Rùa đang 
soi bóng trên mặt nước Hồ Gươm 
(Hà Nội). Mặt hồ xem như là một 
phần của mặt phẳng, phép đối xứng 
qua mặt phẳng đó biến Tháp Rùa 
thành cái bóng của nó. 


Hình 10. Ảnh chụp Tháp Rùa và bóng của nó 
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2. Mặt phẳng đối xứng của một hình 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Nếu phép đối xứng qua mặt phẳng (P) biến hình 3 thành 


chính nó thì (P) gọi là mặt phẳng đối xứng của hình . 


Một số ví dụ 
Ví dụ 1 


Mọi mặt phẳng đi qua tâm của mặt cầu đều là 
mặt phẳng đối xứng của mặt cầu (h.1 1). 


Ví dụ 2 


Cho tứ diện đều ABCD (h.12). Gọi M là trung 
điểm của cạnh CD thì phép đối xứng qua 
mp(ABM) biến A thành A, B thành B, C thành 
D,D thành C. Như vậy, phép đốt xứng đó biến 
tứ diện ABCD thành chính nó, suy ra mặt 
phẳng (ABM) là mặt phẳng đối xứng của tứ 
diện ABCD. 

Hình tứ diện đều ABCD có sáu mặt phẳng đối 
xứng. Đó là các mặt phẳng đi qua một cạnh và 
trung điểm của cạnh đối diện. rÍ 


Ví dụ 3 
Xót hình lập phương ABCD.A BC D' (h.H3). Hình 12 


Nếu (P) là mặt phẳng trung trực của cạnh AB 
thì nó cũng là mặt phẳng trung trực của các 
cạnh CD, A'B' và C?D', bởi vậy nó là mặt 
phẳng đối xứng của hình lập phương. Tương 
tự, các mặt phẳng trung trực của các cạnh AD, 
và AA' cũng là những mặt phẳng đối xứng của 
hình lập phương. 


Hình II 


B D 


Gọi (Q) là mặt phẳng đi qua hai cạnh đối diện 
AB và C'D' thì (Q) là mặt phẳng đối xứng của 
hình lập phương vì pháp đối xứng qua (Q) biến 
mỗi điểm A, B, C?, D' thành chính nó và biến A' 
thành D, D thành A”, C thành B' và B' thành C. 


Hình 13 
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Như vậy hình lập phương có bao nhiêu mặt phẳng đối xứng ? 


È 


3. Hình bát diện đều và mặt phẳng đối xứng của nó 


R 


Hình 14 là một hình đa diện có 8 mặt là các 

tam giác đều : EAB, EBC, ECD, EDA, FAB, 

FBC, FCD và FDA, có 6 đỉnh A, B,C,D,E, 2 ›C 
F, mỗi đỉnh là đỉnh chung cho bốn tam giác 

đều. Hình đó gọi là hình bát diện đều (hay 

hình tám mặt đều) và được kí hiệu là 

ABCDEF. F 


Hình 14 
Tính chất 


Bốn đỉnh A, B, C, D nằm trên một mặt phẳng và đó là một 


mặt phẳng đối xứng của hình bát điện đều ABCDEF. 


Chứng mình 

Vì mỗi điểm A, B, C, D cách đều hai điểm E và F nên chúng nằm trên mặt 
phẳng trung trực của đoạn thẳng EF. Phép đối xứng qua mặt phẳng đó biến 
mỗi điểm A, 8, C, D thành chính nó và biến điểm # thành Ƒ, F thành # nên 
mp(1BCD) là mặt phẳng đối xứng của bát diện đều ABCDEF. 


2 
Tìm thêm các mặt phẳng đối xứng khác của hình bát diện đều. 


4. Phép dời hình và sự bằng nhau của các hình 


Phép dời hình trong không gian được định nghĩa tương tự như trong mặt phẳng. 
Định nghĩa phép dời hình 
Một phép biến hình F trong không gian được gọi là phép dời 
hình nếu nó bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì (có 
nghĩa là nếu F biến hai điểm bất kì M, N lần lượt thành hai 
điểm M', N' thì MN'= MN). 


Từ định nghĩa đó, ta suy ra phép dời hình biến đường thẳng thành đường 
thẳng, mặt phẳng thành mặt phẳng...... 


II 
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Hiển nhiên phép đối xứng qua mặt phẳng là một phép dời hình. Phép đồng 
nhất (biến mỗi điểm thành chính nó) là một phép đời hình. 

Rõ ràng nếu thực hiện liên tiếp các phép dời hình thì ta cũng có kết quả là 
phép dời hình. Nói cách khác : Hợp thành của những phép đời hình là phép 
đời hình. 

Một số ví dụ về phép dời hình 

Ngoài phép đối xứng qua mặt phẳng, ta thường gặp một số phép dời hình sau đây : 
* Phép tịnh tiến : Phép tịnh tiến theo vectơ ÿ là phép biến hình biến mỗi 
điểm M thành điểm M” sao cho MM'=ÿ. 

* Phép đối xứng qua đường thẳng (còn gọi là phép đối xứng trục) : Cho 
đường thẳng đ, phép đối xứng qua đường thẳng đ là phép biến hình biến 
mỗi điểm thuộc đ thành chính nó và biến mỗi điểm M không thuộc đ thành 
điểm M' sao cho trong mặt phẳng (M, đ), đ là đường trung trực của đoạn 
thẳng MM.. 

» Phép đối xứng qua một điểm (còn gọi là phép đối xứng tâm) : Cho điểm 
O, phép đối xứng qua điểm Ó là phép biến hình biến mỗi điểm #M thành 
điểm M“ sao cho OM+OØM'=0. 

Định nghĩa hai hình bằng nhau 


Hai hình ' và 2 ' gọi là bằng nhau nếu có một phép đời hình 
biến hình này thành hình kia. 


22] Hai mặt câu có bán kính bằng nhau thì có bằng nhau hay không ? Vì sao ? 


Ví dụ 4. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC. Gọi A', B, C' lần lượt là 
trung điểm của cạnh BC, CA và AB. Khi đó hai tứ diện SABA' và SBCB” 
bằng nhau. 

Giải (h.15) 

Thật vậy, phép đối xứng qua mp(S4A) biến 
các điểm S, A, B, A' lần lượt thành các điểm 
%, A, Œ, A” và phép đối xứng qua mp(SŒŒC? 
biến các điểm S, A, C, A” lần lượt thành các 
điểm S, B, C, B”. Như vậy, qua hai phép đối 
xứng trên, bốn đỉnh S, A, B, A' của tứ diện 
SABA” biến thành bốn đỉnh $S, B, Œ, 
của tứ diện SBCB” nên theo định nghĩa, 
hai tứ diện đó bằng nhau. Hình 15 


ĐỊNH LÍ 2 


Hai hình tứ diện ABCD và A'B'C 'D' bằng nhau nếu chúng có 


các cạnh tương ứng bằng nhau, nghĩa là AB = AB', BC = BC, 


CD=CT,DA=DA,AC=AC,BD=BD). 


Chứng mình. Ta xét các trường hợp sau : 
Trường hợp ï (h.16). Hai hình tứ diện đó 
có ba cặp đỉnh tương ứng trùng nhau, 
chẳng hạn A trùng A”, B trùng ', € trùng 
ŒC” còn D khác D.. 

Khi đó, mỗi điểm A, B, € cách đều hai 
điểm D và D' nên mp(A1BC) là mặt 
phẳng trung trực của đoạn thẳng DD,, 
suy ra phép đối xứng qua mp(1Đ5C) 
biến các đỉnh A, 8, Œ, D lần luợt thành 
các đỉnh A”, 8, C”, D“. Vậy hai tứ diện 
ABCD và A'BC7”D' bằng nhau. 

Trường hợp 2 (h.17). Hai hình tứ diện 


đó có hai cặp đỉnh tương ứng trùng D/ 


nhau, chẳng hạn A trùng A”, B trùng B.. 

Khi đó gọi (P) là mặt phẳng trung trực 
của đoạn thẳng CC” thì (P) đi qua A và 
B (vì A và B cùng cách đều hai điểm Œ€ 
và C”).Vậy phép đối xứng qua mp(?P) sẽ 
biến các điểm A, 8, C, D lần lượt thành 
các điểm A', B', C”, D¡ và do đó tứ diện 
ABCD bằng tứ diện A“E'C'D\. 


Hình I7 


Vì hai tứ diện A8 Cf?D\ và AC D' có các cạnh tương ứng bằng nhau và 
có ba đỉnh tương ứng trùng nhau nên theo trường hợp 1, chúng bằng nhau. 


Trường hợp 3. Hai hình tứ diện đó có một cặp đỉnh tương ứng trùng nhau, 


chẳng hạn A trùng A'. 


Khi đó, gọi (Ó) là mặt phẳng trung trực của 8#” thì (Ó) đi qua A (vì A cách 
đều B và B8). Vậy phép đối xứng qua (Q) biến các điểm A, B, C, D lần luợt 
thành các điểm A', B', C¡, Dị và do đó, hai tứ diện ABCD và AB C¡1Dy 
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bằng nhau. Mặt khác, hai tứ diện A#Œ¡D) và ACTD' có các cạnh tương 
ứng bằng nhau và có hai cặp đỉnh tương ứng trùng nhau nên theo trường hợp 2, 
chúng bằng nhau. 

Trường hợp 4. Hai hình tứ diện đó không có cặp đỉnh tương ứng nào trùng nhau. 
Khi đó, gọi () là mặt phẳng trung trực của AA', phép đối xứng qua (®) 
biến các điểm A, B, C, D lần lượt thành các điểm A”, B\, C¡, D¡ nên tứ diện 
ABCD bằng tứ diện A'BICŒ(D\i ; mà hai tứ diện AB¡C¡D¡ và ABC có 
các cạnh tương ứng bằng nhau và một cặp đỉnh tương ứng trùng nhau, do 
đó chúng bằng nhau theo trường hợp 3. M 


HỆ QUÁ 1 


Hai tứ diện đều có cạnh bằng nhau thì bằng nhau. 


HỆ QUÁ 2 


Hai hình lập phương có cạnh bằng nhau thì bằng nhau. 


Chứng mĩnh (h.l8) 

Gả sử ABCDABCTOD' và 
MNPO.MN PØ' là hai hình lập 
phương có cạnh đều bằng z. Hai 
tứ diện ABDA“ˆ và MNOM' có các 
cạnh tương ứng bằng nhau nên 
bằng nhau, tức là có phép dời 
hình Ƒ biến các điểm A, B, D, A/ 
lần lượt thành M, N, Ó, M. Vì F 
là phép dời hình nên # biến hình 
vuông thành hình vuông, do đó 
biến điểm C thành điểm P, biến 
điểm Ö' thành N', biến điểm D 
thành @' và biến điểm C” thành 
điểm P“. Như vậy, hai hình lập 
phương đã cho bằng nhau. Hình 15 


10. 


Câu hỏi vỏ bởi tập 


Gọi Ð là phép đối xứng qua mặt phẳng (P) và z là một đường thẳng nào 
đó. Giả sử Ð biến đường thẳng z¿ thành đường thăng z. Trong trường hợp 
nào thì : 

a) a trùng với đ'; 

b) z song song với 4ˆ; 

C) đ cất 4”; 

đ) a và a' chéo nhau ? 

Tìm các mặt phẳng đối xứng của các hình sau đây : 

a) Hình chóp tứ giác đều ; 

b) Hình chóp cụt tam giác đều ; 

c) Hình hộp chữ nhật mà không có mặt nào là hình vuông. 

Cho hình lập phương ABCD.A“B'C”D'”. Chứng minh rằng : 

a) Các hình chóp A.A“8'ŒÐ' và C”.ABCD bằng nhau ; 

b) Các hình lăng trụ ABC.A'B'C và 44!D'.BB'C"' bằng nhau. 

Chứng minh rằng các phép tịnh tiến, đối xứng trục, đối xứng tâm là những 
phép dời hình. 

Chứng minh rằng : 


a) Hợp thành của hai phép đối xứng qua hai mặt phẳng song song (P) và 
(Ó) là một phép tịnh tiến ; 


b) Hợp thành của hai phép đối xứng qua hai mặt phẳng (P) và (Ó) vuông 
góc với nhau là một phép đối xứng qua đường thẳng. 
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PHÉP VỊ TỰ VÀ SỰ ĐỒNG DẠNG 
CỦA CÁC KHÔỐI ĐA DIỆN. 
CÁC KHỔI ĐA DIỆN ĐỀU 


1. Phép vị tự trong không gian 
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ĐỊNH NGHĨA 1 
Cho số k không đổi khác 0 và một điểm O cố định. Pháp biến 
hình trong không gian biến môi điểm M thành điểm M' sao 
cho OM' =kOM gọi là phép vị tự. Điểm O gọi là tâm vị tự, 
số k gọi là tỶ số vị tự. 
Như vậy, phép vị tự trong không gian được định nghĩa hoàn toàn tương tự 
như trong mặt phẳng. Các tính chất sau đây của phép vị tự đều có thể được 
chứng minh tương tự như trong mặt phẳng. 


Các tính chất cơ bản của phép vị tự 


1. Nếu phép vị tự tỉ số k biến hai điểm M, N thành hai điểm 
M,N“thì MN' = kMN, và do đó MN= |k|MN. 


2. Pháp vị tự biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng 
hàng, bốn điểm đông phẳng thành bốn điểm đồng phẳng. 


Từ đó suy ra phép vị tự biến đường thẳng thành đường thẳng, mặt phẳng 
thành mặt phẳng... 


Ví dụ 1 

Cho hình tứ diện ABCD. Gọi A', B,, 
C?, D' lần lượt là trọng tâm của các 
tam giác BCD, ACD, ABD, ABC. 
Chứng minh rằng có phép vị tự biến 
tứ diện ABCD thành tứ điện A'B'C.. 
Giải (h.19) 

Gọi G là trọng tâm của tứ diện ABCD. 
Khi đó ta biết rằng : 


Hình 19 


GẢ0= cai flB'== cm, 
3 3 


=.- Í..... ==. 
GC'"=——ŒC, GD'=— 18p. 
3 E) 
Suy ra phép vị tự V tâm G, tỉ số & =— s biến các điểm A, B, C, D lần lượt thành 
các điểm A', B', C', D“. Vậy V biến tứ diện ABCD thành tứ diện A'BCD'. M 
Trong trường hợp nào thì phép vị tự là một phép đời hình ? 
2. Hai hình đồng dạng 


ĐỊNH NGHĨA 2 
Hình .⁄' được gọi là đồng dạng với hình £ ˆ nếu có một phép 
vị tự biến hình .' thành hình . mà hình 4 bằng hình .⁄'”. 


Ví dụ 2. Chứng mình rằng hai hình tứ diện đều bất kì luôn luôn đồng dạng 
với nhau. 

Chứng minh (h.20) 

Giả sử ABCD là tứ diện đều có 

cạnh bằng z và A8 'C”D' là tứ diện 

đều có cạnh bằng z”. Ta xét phép vị 

tự V có tâm Ó tùy ý và có tỉ số 

B D 


k =#.. Khi đó dễ thấy tứ điện đều 
a 

ABCD biến thành tứ diện đều 

AIBIC(DI có cạnh bằng z”. Vậy tứ 

ABC. Theo định nghĩa, tứ diện 

ABCD đồng dạng với tứ diện 

ABCT. m 


lãi 
Hình 20 


Ví dụ 3. Chứng mình rằng hai hình lập phương bất kì đêu đông dạng với nhau. 
Chứng minh tương tự như ở Ví dụ 2. 
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3. Khối đa diện đều và sự đồng dạng của các khối đa diện đều 
Trước hết ta nói về khối đa điện lôi, một khái niệm tương tự như khái niệm 
đa giác lồi trong hình học phẳng. 
Một khối đa diện được gọi là khối đa diện lôi nếu với bất kì hai điểm A và B 
nào của nó thì mọi điểm của đoạn thẳng AB cũng thuộc khối đó. 


Các khối đa diện trên hình 21 không phải là những khối đa diện lồi. 


Hình 2] 
Tại sao các khối đa diện trên hình 21 không phải là những khối đa diện lồi ? 


Chúng ta đã biết thế nào là đa giác đều. Bây giờ ta sẽ định nghĩa thế nào là 
khối đa diện đều. 


ĐỊNH NGHĨA 3 
Khối đa diện đều là một khối đa diện lôi có hai tính chất sau đây : 
a) Các mặt là những đa giác đều và có cùng số cạnh ; 


b) Môi đỉnh là đỉnh chung của cùng một số cạnh. 


Khối đa diện đều mà mỗi mặt là đa giác đều ø cạnh và mỗi đỉnh là đỉnh 
chung của p cạnh được gọi là khối đa điện đều loại {n ; p}. 

Khối tứ diện đêu, khối bát diện đêu và khối lập phương là những khối đa diện 
đều thuộc loại gì ? 


Ngoài khối tứ diện đều, khối lập phương và khối bát diện đều, hình 22 dưới 
đây cho ta thấy thêm hai loại nữa của khối đa diện đều. 
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Sà 


Khối hai mươi mặt đều Khối mười hai mặt đều 
(thuộc loại {3 ; 5}) (thuộc loại {5 ; 3}) 


Hình 22 


Người ta chứng minh được rằng chỉ có năm loại khối đa diện đều (xem bài 
đọc thêm Định 1í Ơ-le và khối đa diện đều) và hai khối đa diện đều cùng 
loại thì đồng dạng với nhau. 


Em hãy làm thử ! 


Chúng ta có thể làm mô hình của năm loại khối đa diện đều bằng nguyên vật liệu 
là bìa cứng và hồ dán. 
Hãy cắt bìa cứng theo mẫu dưới đây (h.23) và dán lại thành các khối đa diện đều. 


Axtp 
độn (My 


Hình 23 
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12. 


13. 


14. 
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Câu hỏi vỏ bởi tập 


Chứng minh rằng phép vị tự biến mỗi đường thẳng thành một đường thẳng 
song song hoặc trùng với nó, biến mỗi mặt phẳng thành một mặt phẳng 
song song hoặc trùng với mặt phẳng đó. 

Cho một khối tứ điện đều. Hãy chứng minh rằng : 

a) Các trọng tâm của các mặt của nó là các đỉnh của một khối tứ diện đều ; 

b) Các trung điểm của các cạnh của nó là các đỉnh của một khối tám mặt đều. 

Hai đỉnh của một khối tám mặt đều được gọi là hai đỉnh đối điện nếu chúng 
không cùng thuộc một cạnh của khối đó. Đoạn thẳng nối hai đỉnh đối diện gọi 
là đường chéo của khối tám mặt đều. Chứng minh rằng trong khối tám mặt 
đều : 

a) Ba đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường ; 

b) Ba đường chéo đôi một vuông góc với nhau ; 

c) Ba đường chéo bằng nhau. 

Chứng minh rằng : 

a) Tâm các mặt của một khối lập phương là các đỉnh của một khối tám mặt đều ; 


b) Tâm các mặt của một khối tám mặt đều là các đỉnh của một khối lập phương. 


Bài đọc tfhêm 


»v 
2*®© ĐỊNH IÍ O-IF VÀ KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 


1. Đặc số Ơ-le của khối đa diện 

Đối với mỗi khối đa diện .⁄, ta kí hiệu Ð là số đỉnh, € là số cạnh, M là số mặt của .Z2 
và khi đó, số z () = Ð- C + M được gọi là đặc số Ơ-le (còn gọi tắt là đặc số) của 
khối đa diện .⁄⁄. (Chữ Hy Lạp Z đọc là "khi"). 


Các hình vẽ sau đây cho ta một số khối đa diện cùng với các đặc số của chúng : 


Đ=10,C =15,M=7;x=2 Ð=12,C = 18,M=8;x=2 


Đ=24,C=48,M=24;x=0 Đ=16,C=28,M=14;x=2 
Hình 24 

Như vậy, các khối đa diện có thể có các đặc số khác nhau. Tuy nhiên, nhà toán 
học Thuy Sĩ Ơ-le (L. Euler) đã chứng minh định lí mang tên ông sau đây : 
Định lí Ơ-le. Mọi khối đa diện lồi đều có đặc số bằng 2. 
Ta có thể kiểm nghiệm định lí đó cho các khối đa diện đều (đó là những khối đa 
diện lồi). Chú ý rằng trên hình 24 có những khối đa diện không lồi nhưng vẫn có 
đặc số bằng 2. 
2. Chứng minh định lí về năm loại khối đa diện đều 
Dùng định lí Ơ-le, ta có thể chứng minh rằng chỉ có năm loại khối đa diện đều. 
Nhắc lại : Khối đa diện đều loại {n ; p} là khối đa diện lồi có mặt là các n-giác đều 
và mỗi đỉnh là đỉnh chung của p cạnh. 


Định lí. Chỉ có năm loại khối đa diện đều, đó là các loại : {3 ; 3}, {4 ; 3}, {3 ; 4}, 
{S5 ; 3}, (3; 9). 


Chứng minh. Giả sử khối đa diện đều loại {n ; p} có Ð đỉnh, C cạnh và M mặt. 


Vì mỗi mặt có n cạnh nên M mặt sẽ có nM cạnh, nhưng mỗi cạnh lại chung cho 
hai mặt nên 2C = nM. Vì mỗi đỉnh là đỉnh chung cho p cạnh nên Ð đỉnh sẽ có pÐ 
cạnh, nhưng mỗi cạnh lại đi qua hai đỉnh nên 2C = pÐ. Vậy ta có 


pÐ = 2C = nM. 
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Từ đó suy ra 


Ð_C _M Đ-C+M (ÐĐ-C+M)2pn 
ƒ° đọ v.v Dạ À 2n+2p—-np ` 
p2 np 2n 
Theo định lí Ơ-le, ta có Ð - € + M= 2 nên 
ÐD_C M- 4pn 
1 1 1 2n+2p-np 
p 2 n 
4n 2np 4p 


Œ) 


Vậy : Đ= ;:C= ;M= : 
2n+2p-np 2n+2p-np 2n+2p-np 


Vì các số Ð, C, M, n, p đều là những số nguyên dương nên 

2n + 2p - np > 0 hay (n- 2)(p- 2) <4. 
Chú ý rằng n > 3 ; p> 3 nên n- 2 và p - 2 là hai số nguyên dương ; ngoài ra tích 
số của chúng bé hơn 4. Vậy chỉ có thể xây ra các trường hợp sau : 
1)n-2=1,p-2= 1 hay n=p= 3, ta có khối đa diện đều loại {3 ; 3}. Khi đó, 
từ (*) ta suy ra Ð = 4, € = 6, M = 4. Đó chính là khối tứ diện đều. 
2)n-2=2,p-2= 1 hay n= 4, p = 3, ta có khối đa diện đều loại {4 ; 3}. Khi đó 
Đ=8,C=12,M= 6. Đó chính là khối lập phương. 
3)n-2=1,p-2= 2 hay n= 3, p = 4, ta có khối đa diện đều loại {3 ; 4}. Khi đó 
Đ=6,C=12,M=8. Đó chính là khối tám mặt đều (còn gọi là khối bát diện đều). 
4)n-2=3,p-2= 1hayn=5,p= 3, ta có khối đa diện đều loại {5 ; 3}. Khi đó 
Đ=20,C= 30, M= 12. Đó chính là khối mười hai mặt đều (còn gọi là khối thập 
nhị diện đều). 
5)n-2=1,p-2=3hay n= 3, p = 5, ta có khối đa diện đều loại {3 ; 5}. Khi đó 
Ð=12,C= 30, M= 20. Đó chính là khối hai mươi mặt đều (còn gọi là khối nhị 
thập diện đều). 


Vậy ta có bảng sau đây : 


Loại Tên gọi Số đỉnh Số cạnh Số mặt 
{3;3} | Khối tứ diện đều 4 6 4 
{4;3} _ | Khối lập phương 8 12 6 
{3;4} _ | Khối tám mặt đều 6 12 8 
{5;3} Khối mười hai mặt đều 20 30 12 
{3;5} | Khối hai mươi mặt đều 12 30 20 


Năm loại khối đa diện đều kể trên được nhà triết học và toán học Pla-tông (427 - 347 
trước Công nguyên) tìm ra, chúng thường được gọi là các thể Pla-tông. Các khối 
đa diện theo thứ tự trong bảng trên được Pla-tông coi là tượng trưng cho lửa, đất, 
khí, vũ trụ và nước. 


$ THỂ TÍCH CỦA KHỐI ĐA DIỆN 


-“ »* ` ^ + ˆ ˆ“ .^ 
1. Thế nào là thể tích của một khối đa diện ? 
Chúng ta biết rằng trong mặt phẳng, mỗi đa giác có một diện tích. Đó là số 
đo phần mặt phẳng mà đa giác đó chiếm chỗ. Tương tự như vậy, các khối 
đa diện chiếm những phần không gian lớn nhỏ khác nhau. Thể tích của mỗi 
khối đa diện là số đo của phần không gian mà nó chiếm chỗ. 
Chúng ta đã biết các công thức tính thể tích của một số khối đa diện đơn 
giản. Sau đây chúng ta sẽ nói rõ hơn về các công thức này. 
Để có những công thức như thế, chúng ta thừa nhận rằng mỗi khối đa diện 
có thể tích là một số dương, thoả mãn các tính chất sau đây : 
1) Hai khối đa diện bằng nhau thì có thể tích bằng nhau. 
2) Nếu một khối đa diện được phân chia thành nhiều khối đa diện 
nhỏ thì thể tích của nó bằng tổng thể tích của các khối đa diện nhỏ đó. 


3) Khối lập phương có cạnh bằng 1 thì có thể tích bằng 1. 


(Œ@” CHÚÝ 

1) Trong thực tế, khi phải đo lường và tính toán về độ dài, diện tích 
và thể tích, người ta thường dùng những đơn vị đo khác nhau. Nếu ta 
dùng đơn vị đo độ dài là 1cm chẳng hạn thì theo tính chất 3, khối lập 
phương có cạnh bằng I (hiểu là 1cm) sẽ có thể tích bằng 1, nhưng 
hiểu là 1cm”. Tương tự, khối lập phương có cạnh Idm sẽ có thể tích 
là Idm”, khối lập phương có cạnh 1km thì có thể tích là IkmỶ.... 

2) Đôi khi để đơn giản, thể tích của khối đa diện giới hạn bởi hình 
đa diện .⁄ cũng được gọi là fhể tích của hình đa diện .⁄/ 


ĐÁ 


2. Thể tích của khối hộp chữ nhật 
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Giả sử ta có một khối hộp chữ nhật ———— 72 --_-_ 
với ba kh thước ø b,c đu là 22222222 
những số nguyên dương. Khi đó, 
bằng những mặt phẳng song song với 
các mặt của khối hộp, ta có thể phân 
chia nó thành các khối lập phương có 
cạnh bằng 1 (h.25). 


Hiển nhiên số các khối lập phương Hình 25 
đó bằng tích số a.b.c. 


Theo tính chất 2, thể tích V của khối hộp chữ nhật bằng tổng các thể tích 
của các khối lập phương và theo tính chất 3, mỗi khối lập phương đó có thể 
tích bằng 1. Từ đó ta suy ra công thức 


Trong trường hợp các kích thước z, b, c của khối hộp chữ nhật là những số 
dương tuỳ ý (không nhất thiết phải là số nguyên), người ta chứng minh 
được rằng công thức nói trên vẫn đúng. Như vậy một cách tổng quát, ta có : 


ĐỊNH LÍ 1 


Thể tích của một khối hộp chữ nhật bằng tích số của ba kích thước. 


Ví dụ 1. Tính thể tích của khối lập phương có các đỉnh là trọng tâm các 
mặt của một khối tám mặt đêu cạnh a. 


Giải. Giả sử có khối tám mặt đều với các đỉnh 

là S,S,|A,B,C, D (h.26). Gọi Mí và N lần lượt 

là trọng tâm của tam giác SAB và SBC thì đoạn 

thắng M⁄N là một cạnh của khối lập phương. Ệ 
Gọi M”, N“ lần lượt là trung điểm của AB và BC_ 4 

thì M và N lần lượt nằm trên S⁄ và SN” nên 


2y... 2 AC” _ s4. 


Ầ 32 3 s 
Hình 26 


Vậy thể tích của khối lập phương là 


3 
V=MNŠ°= 24)42. 
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1 
Ầ Cho khối lăng trụ đứng có chiều cao bằng , đáy là tam giác vuông với hai cạnh 
góc vuông bằng z và ?. Tính thể tích của khối lăng trụ đó. 


3. Thể tích của khối chóp 
Dùng phương pháp giới hạn, người ta có thể chứng minh được định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 2 


Thể tích của một khối chóp bằng một phần ba tích số của 


diện tích mặt đáy và chiều cao của khối chóp đó. 


Như vậy, nếu ta kí hiệu diện tích mặt đáy của khối chóp là Sạzy và chiều 
cao của khối chóp là  ( là khoảng cách từ đỉnh của khối chóp tới mặt 
phẳng chứa đáy của khối chóp) thì thể tích V của khối chóp đó được tính 
theo công thức 


V=-$ 


3 đáy ‹h. 


Ví dụ 2. Tính thể tích của khối tứ diện đều có cạnh bằng a. 
Giải 
Xem tứ diện đều ABCD (cạnh bằng ø) như 
là hình chóp có đỉnh là A và đáy là tam 
giác đều BCD có cạnh bằng zø (h.27). Diện 
tích mặt đáy là 

SBCb = Ý3 2 

4 

Gọi H là tâm của tam giác đều BCD thì 
AH là đường cao của hình chóp A.BCD. 
Bởi vậy chiều cao của hình chóp là 


Hình 27 


Sản 


h=AH =\AB7 - BHˆ = ,la? - 
Từ đó suy ra khối tứ diện A8CD có thể tích là 


Ị 1 V3 2 „x2 _ a2 

am ca e5 

3 3 4 43 12 

Ví dụ 3. Tính thể tích của khối tám mặt đêu có cạnh bằng a. 
Giải 
Trên hình 28, ta có khối tám mặt đều 
. với các đỉnh là A, B,C, D,E,F. Ta 
có thể phân chia khối đa diện .⁄ 
thành hai khối chóp tứ giác đều 
A.BCDE và F.BCDE. Vì hai khối 
chóp đó bằng nhau nên có thể tích 
bằng nhau, do đó thể tích V của khối 
.Z bằng hai lần thể tích Vị của khối 
chóp A.BCDE. 


Chú ý rằng BCDE là hình vuông cạnh 


Hình 28 

a với tâm Ó và tam giác ABD là tam 
giác vuông cân đỉnh A, ta tính _ Ệ 

Vụ= 1 S -Äj= 2 „42 _ a5 v2 

TC GHI XU: 6 

Từ đó suy ra khối tám mặt đều nói trên có thể tích là 

V=2Vị= a` Đ " 

A C 


4. Thể tích của khối lăng trụ ... 


Bài toán. 71ính thể tích V của khối lăng trụ 
ABC.A'BC' biết diện tích đáy ABC bằng Š và 
chiêu cao (khoảng cách giữa hai mặt phẳng 
chứa hai đáy) bằng h (h.29). 


Ầ (để giải bài toán) Ặ C 
a) Chia khối lăng trụ ABC.A”BC” thành ba khối tứ 

diện bởi các mặt phẳng (A“8C? và (ABC), hãy kể B' 

tên ba khối tứ diện đó. „ 
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b) Chứng tỏ rằng ba khối tứ diện đó có thể tích bằng nhau. 
c) Từ đó suy ra công thức W = S.h. Hãy phát biểu thành lời công thức đó. 


Bây giờ, xét khối lăng trụ có đáy là một đa 

giác bất kì. Vì bất kì đa giác nào cũng có thể 

phân chia được thành các tam giác không có 2 nsẾ 74 
điểm trong chung nên có thể phân chia khối 

lăng trụ đó thành các khối lăng trụ tam giác có 

cùng chiều cao (h.30). Tổng các thể tích của 

chúng chính là thể tích của khối lăng trụ ban 

đầu. Từ đó suy ra định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ3 Hình 30 


Thể tích của khối lăng trụ bằng tích số của diện tích mặt đáy 


và chiều cao của khối lăng trụ đó. 


Ví dụ 4. Cho khối lăng trụ ABC.A'BC". Gọi M, N lần lượt là trung điểm 
của hai cạnh AA' và BB'. Mặt phẳng (MNC) chia khối lăng trụ đã cho 
thành hai phần. Tính tỉ số thể tích của hai phần đó. 
Giải 
Nếu gọi V là thể tích của khối lăng trụ thì 
thể tích của khối tứ diện C“ABC là m do 
⁄ Ä x/ 2 AZ* ⁄ ,' ÁP 1S 2V 
đó thể tích của khối chóp C“.ABBA' là —— 
(h31). Vì hai khối chóp C“ABNM và 
CMNB^A' có cùng chiều cao và có mặt 
đáy bằng nhau nên thể tích của khối chóp 
C.MNB^A' là 


12V  V 
nh n 
sở 3 Hình 31 
và thể tích khối đa diện ABCMNC' là 
P2 
w=y- V „2E, 
3 3 
Z ? ^“ ^' .7 H ^ . ` W 1 
Ta có tỉ số thể tích hai phần được phân chia là k= —— = „` ã 
2 


BÀI 


15. 


1ó. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


22. 
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Câu hỏi vỏ bởi tập 


Cho tam giác ABC cố định và một điểm S thay đổi. Thể tích của khối chóp 
Š.ABC có thay đổi hay không nếu : 

a) Đỉnh S di chuyển trên một mặt phẳng song song với mặt phẳng (ABC) ; 
b) Đỉnh S di chuyển trên một mặt phẳng song song với chỉ một cạnh đáy ; 
c) Đỉnh Š di chuyển trên một đường thẳng song song với một cạnh đáy ? 
Hãy chia một khối tứ diện thành hai khối tứ diện sao cho tỉ số thể tích của 
hai khối tứ điện này bằng một số & > 0 cho trước. 

Tính thể tích của khối hộp ABCD.A'BŒ D,, biết rằng AA'8'D' là khối tứ 
điện đều cạnh z. 

Tính thể tích của khối lăng trụ ø-giác đều có tất cả các cạnh đều bằng z. 
Cho khối lăng trụ đứng ABC.A'BC” có đáy là tam giác ABC vuông tại A, 
AC =b, ACB = 609. Đường thẳng BC” tạo với mp(AA“C”C) một góc 30°. 

a) Tính độ dài đoạn thẳng AC”. 

b) Tính thể tích khối lăng trụ đã cho. 

Cho khối lăng trụ tam giác ABC.ABC' có đáy là tam giác đều cạnh a, 
điểm A' cách đều ba điểm A, B, C, cạnh bên AA' tạo với mặt phẳng đáy một 
góc 60”. 

a) Tính thể tích của khối lăng trụ đó. 

b) Chứng minh rằng mặt bên BCC“B' là một hình chữ nhật. 

c) Tính tổng diện tích các mặt bên của hình lăng trụ ABC.A“BC' (tổng đó 
gọi là điện tích xung quanh của hình (hoặc khối) lăng trụ đã cho). 

Cho điểm M nằm trong hình tứ diện đều ABCD. Chứng minh rằng tổng các 
khoảng cách từ Mí tới bốn mặt của hình tứ diện là một số không phụ thuộc 
vào vị trí của điểm M. Tổng đó bằng bao nhiêu nếu cạnh của tứ diện đều 
bằng ø ? 

Cho khối lăng trụ tam giác đều ABC.A BC”. Gọi Mí là trung điểm của AA.. 
Mặt phẳng đi qua M, B', C chia khối lăng trụ thành hai phần. Tính tỉ số thể 


tích của hai phần đó. 


23. Cho khối chóp tam giác S.ABC. Trên ba đường thắng SA, SB, SC lần lượt 


lấy ba điểm A”, B', C” khác với S. Gọi V và V” lần lượt là thể tích của các 
khối chóp S.ABC và S.A“B8“C”. Chứng minh rằng : 

V_ §$SA SB SC 

V' SA SE SC”” 


24. Khối chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, ẤM là trung điểm của cạnh 


$C. Mặt phẳng (P) đi qua AM, song song với BD chia khối chóp thành hai 
phần. Tính tỉ số thể tích của hai phần đó. 


25. Chứng minh rằng nếu có phép vị tự tỉ số & biến tứ diện ABCD thành tứ diện 


A'BCD' thì “ABCĐ' - |yỆ, 
VABCb 


ÔN TẬP CHƯƠNG I 


I- Kiến thức cần nhớ 


1. 


Hình đa diện gồm một số hữu hạn đa giác phẳng thoả mãn hai điều kiện : 

a) Hai đa giác bất kì hoặc không có điểm chung, hoặc có một đỉnh chung, 
hoặc có một cạnh chung. 

b) Mỗi cạnh của một đa giác là cạnh chung của đúng hai đa giác. 

Hình đa diện chia không gian làm hai phần (phần bên trong và phần bên 
ngoài). Hình đa diện cùng với phần bên trong của nó gọi là khối đa diện. 

Mỗi khối đa diện có thể phân chia được thành những khối tứ diện. 

» Phép dời hình trong không gian là phép biến hình bảo toàn khoảng cách giữa 
hai điểm bất kì. 

« Phép đối xứng qua mặt phẳng (P) là phép biến hình biến mỗi điểm thuộc (P) 
thành chính nó và biến mỗi điểm M không thuộc (P) thành điểm M” sao cho 
(P) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng M⁄M”. Phép đối xứng qua mặt 
phẳng là một phép dời hình. 

« Mặt phẳng (P) gọi là mặt phẳng đối xứng của một khối đa diện nếu phép đối 
xứng qua (P) biến khối đa diện thành chính nó. 
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» Phép tịnh tiến, phép đối xứng trục, phép đối xứng tâm là những phép dời hình. 
« Hai hình đa diện gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình này 
thành hình kia. 
» Hai hình tứ diện bằng nhau nếu chúng có các cạnh tương ứng bằng nhau. 

4. s Phép vị tự tâm Ó tỉ số z0 là phép biến hình biến mỗi điểm Mí thành điểm 
M sao cho OM' = kOM. 
« Hình 2 được gọi là đồng dạng với hình .⁄ nếu có một phép vị tự biến hình 
.⁄ thành hình .⁄4 mà hình .⁄4 bằng hình .⁄⁄”. 

5. Có năm loại khối đa diện đều : khối tứ diện đều, khối lập phương, khối tám 
mặt đều, khối mười hai mặt đều, khối hai mươi mặt đều. 

6. Thể tích của khối hộp chữ nhật bằng tích số ba kích thước. 

7. Thể tích của khối chóp bằng một phần ba tích số của diện tích mặt đáy và 
chiều cao khối chóp. 

§. Thể tích của khối lăng trụ bằng tích số của diện tích mặt đáy và chiều cao 
của khối lăng trụ. 

9. Cho khối chóp S.ABC. Trên ba đường thẳng S4, SB, SC lần lượt lấy ba 
điểm A”, B, C” khác S. Khi đó 

VWgapc _ 5A SB_ $%C 
W ago SA" §B' §C” 


II - Câu hỏi tự kiểm tra 

1. Khối lăng trụ -giác có bao nhiêu đỉnh, bao nhiêu cạnh và bao nhiêu mặt ? 
Khối chóp n-giác có bao nhiêu đỉnh, bao nhiêu cạnh và bao nhiêu mặt ? 

2. Những khối đa diện đều nào có mặt là tam giác đều ? Mỗi đỉnh của nó là 
đỉnh chung của bao nhiêu mặt ? 

3. Nếu biết thể tích của một khối chóp và diện tích mặt đáy của nó thì có thể 
biết được chiều cao của khối chóp đó hay không ? 

4. Nếu mỗi kích thước của một khối hộp chữ nhật được tăng lên & lần thì thể 
tích của khối đó tăng lên bao nhiêu lần 2 

5. Hình tứ diện đều, hình lập phương, hình bát diện đều có những mặt phẳng 
đối xứng nào ? 

6. Nếu tỉ số các cạnh tương ứng của hai tứ diện đồng dạng bằng &# thì tỉ số thể 
tích của hai khối tứ diện ấy bằng bao nhiêu ? 


III - Bài tập 


1. Cho tứ diện ABCD có thể tích bằng V. Gọi B' và D' lần lượt là trung điểm 
của AB và AD. Mặt phẳng (CB/D) chia khối tứ diện thành hai phần. Tính 
thể tích mỗi phần đó. 
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Cho khối hộp ABCD.ABC D“. Chứng minh rằng sáu trung điểm của sáu 
cạnh AB, BC, CC", CD”, D^A' và A'A nằm trên một mặt phẳng và mặt 
phẳng đó chia khối hộp thành hai phần có thể tích bằng nhau. 

Cho khối tứ diện ABCD, E và Ƒ lần lượt là trung điểm của hai cạnh AB và 
CD. Hai mặt phẳng (ABF) và (CDE) chia khối tứ diện ABCD thành bốn 
khối tứ diện. 

a) Kể tên bốn khối tứ diện đó. 

b) Chứng tỏ rằng bốn khối tứ diện đó có thể tích bằng nhau. 

c) Chứng tỏ rằng nếu ABCD là khối tứ diện đều thì bốn khối tứ diện nói 
trên bằng nhau. 

Cho khối lăng trụ đứng ABC.A#C'” có diện tích đáy bằng S và AA' = ñh. 
Một mặt phẳng (P) cắt các cạnh AA'”, BB”, CC” lần lượt tại Ai, Bị và C¡. Biết 
AAI = q, BB) = b, CC¡ =C. 

a) Tính thể tích hai phần của khối lăng trụ được phân chia bởi mặt phẳng (P). 
b) Với điều kiện nào của z, Ð, c thì thể tích hai phần đó bằng nhau ? 

Cho khối lăng trụ đều ABC.A'B'C” và M là trung điểm của cạnh AB. Mặt 
phẳng (BC ẤM) chia khối lăng trụ thành hai phần. Tính tỉ số thể tích hai 
phần đó. 

Cho khối chóp S.ABC có đường cao S4 bằng z, đáy là tam giác vuông cân có 
AB = BC = a. Gọi B' là trung điểm của SB, C7 là chân đường cao hạ từ A 
của tam giác SAC. 

a) Tính thể tích khối chóp S.ABC. 

b) Chứng minh rằng $C vuông góc với mp(AB“C?). 

c) Tính thể tích khối chóp S.AB“C”. 


IV - Câu hồi trắc nghiệm 


1, 


Mỗi đỉnh của hình đa diện là đỉnh chung của ít nhất 

(A) Năm cạnh ; (B) Bốn cạnh ; 

(€) Ba cạnh ; (D) Hai cạnh. 

Cho khối chóp có đáy là ø-giác. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề 
nào đúng ? 

(A) Số cạnh của khối chóp bằng ø + I ; 

(B) Số mặt của khối chóp bằng 2z ; 
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19. 
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(C) Số đỉnh của khối chóp bằng 2ø + I ; 


(D) Số mặt của khối chóp bằng số đỉnh của nó. 


Phép đối xứng qua mp(P) biến đường thẳng ở thành chính nó khi và chỉ khi 
(A) đ song song với (P) ; (B) đnằm trên (?) ; 
(€) đL(P) ; (D) đ nằm trên (P) hoặc đ L (P). 
Cho hai đường thẳng đ và đ cắt nhau. Có bao nhiêu phép đối xứng qua mặt 
phăng biến đ thành đ/ 2 
(A) Có một ; (B) Có hai ; 
(C) Không có ; (D) Có vô số. 
Cho hai đường thẳng phân biệt đ và đ“ đồng phẳng. Có bao nhiêu phép đối 
xứng qua mặt phăng biến đ thành đ/ ? 
(A) Không có ; (B) Có mộit ; 
(C) Có hai ; (D) Có một hoặc hai. 
Hình chóp tứ giác đều có bao nhiêu mặt phẳng đối xứng 2 
(A) Một ; (B) Hai ; 
(CO) Ba ; (D) Bốn. 
Một hình hộp đứng có đáy là hình thoi (không phải hình vuông) có bao 
nhiêu mặt phăng đối xứng ? 
(A) Một ; (B) Hai ; 
(CO) Ba ; (D) Bốn. 
Cho phép vị tự tâm Ó biến điểm A thành điểm ð, biết rằng ÓA = 2OB. Khi 
đó, tỉ số vị tự là bao nhiêu ? 
(A)2; (B)-2; 
| | 
(C) + 21 (D) 3i 
Cho hai đường thẳng song song đ, #Z và một điểm Ó không nằm trên 
chúng. Có bao nhiêu phép vị tự tâm Ó biến đ thành đ' ? 
(A) Có một ; (B) Không có ; 
(C) Có hai ; (D) Có một hoặc không có. 
Khối tám mặt đều thuộc loại 
ÀJ 1351) (B) {4;3); 
(){5;3); (D) {3; 4). 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


1ó. 


17. 


18. 


Khối hai mươi mặt đều thuộc loại 


(A)3;4); (B)(3;5); 

(){4;3); (D) 14; 5]. 

Nếu ba kích thước của một khối hộp chữ nhật tăng lên & lần thì thể tích của 
nó tăng lên 

(A) k lần ; (B) kŸ lần ; 

(C) KỶ lần ; (D) 3k lần. 

Tổng diện tích các mặt của một hình lập phương bằng 96. Thể tích của khối 
lập phương đó là 

(A) 4; (B) 91; 

(C) 84; (D) 4ã. 

Ba kích thước của một hình hộp chữ nhật làm thành một cấp số nhân có 


công bội là 2. Thể tích hình hộp đã cho là 1728. Khi đó, các kích thước của 
hình hộp là 


(A) 8, 16, 32; (B)2,4, 8; 

(C) 243, 443,38; (D) 6, 12, 24. 

Các đường chéo của các mặt của một hình hộp chữ nhật bằng v5, v10, V13. 
Thể tích của hình hộp đó là 

(A)4; (B) 5; 

(©)6; (D) 8. 

Một khối lăng trụ đứng tam giác có các cạnh đáy bằng 37, 13, 30 và diện 
tích xung quanh bằng 480. Khi đó thể tích của khối lăng trụ là 

(A) 2010; (B) 1010; 

(C) 1060; (D) 2040. 

Một khối lăng trụ tam giác có các cạnh đáy bằng 13, 14, 15, cạnh bên tạo 


với mặt phẳng đáy một góc 30” và có chiều dài bằng 8. Khi đó thể tích của 
khối lăng trụ là 
(A)340; (B) 336 ; 


(C27443 ; (D) 12443. 


Đáy của một hình hộp đứng là hình thoi cạnh a, góc nhọn 60”. Đường chéo 
lớn của đáy bằng đường chéo nhỏ của hình hộp. Khi đó thể tích của hình 
hộp là 


Sở 


(A) đ`; (B) z 43 ; 
a3. a`x|6 
g—” JÌNG 


19. Khi độ dài cạnh của hình lập phương tăng thêm 2cm thì thể tích của nó 
tăng thêm 98 cmẺ. Cạnh của hình lập phương đã cho là 
(A) 4cm; (B) 5cm ; 
(€C) 6cm ; (D) 3cm. 
20. Cho một hình hộp với sáu mặt đều là hình thoi cạnh z, góc nhọn bằng 607. 
Khi đó thể tích của hình hộp là 
SP ni 


(A) : 


T nñ 
ni 


(C) : (D) 


21. Cho một hình lập phương có cạnh bằng z. Khi đó, thể tích của khối tám 
mặt đều mà các đỉnh là tâm của các mặt của hình lập phương đã cho bằng 


mg, 


(A) (B) 


a a 
(C) EERP, (D) X 


22. Cho một khối tứ diện đều có cạnh bằng z. Khi đó, thể tích của khối tám 
mặt đều mà các đỉnh là trung điểm của các cạnh của khối tứ diện đã cho là 


4342 a3 


(A) ĐI : (B) TP : 
3 

m3, œ #3, 

24 


23. Cho khối mười hai mặt đều .⁄ có thể tích V và diện tích mỗi mặt của nó 
bằng S. Khi đó, tổng các khoảng cách từ một điểm nằm trong .Z⁄ đến các 
mặt của nó bằng 


3V. s 
(A) ah (B) : 
3V. 
() sN kớ) Hà 
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24. 


Ty 


26. 


27. 


28. 


Một khối lăng trụ tam giác có các cạnh đáy bằng 19, 20, 37, chiều cao của 
khối lăng trụ bằng trung bình cộng của các cạnh đáy. Khi đó thể tích của 
khối lăng trụ là 

(A) 2888 ; (B) 124542 ; 

(O 1123; (D) 4273. 

Đáy của một hình hộp là một hình thoi có cạnh bằng 6cm và góc nhọn 
bằng 45”, cạnh bên của hình hộp đài 10cm và tạo với mặt phẳng đáy một 
góc 45”. Khi đó thể tích của hình hộp là 

(A) 124/3 cm” ; (B) 180cm ; 


(C) 120/2 cmẺ ; (D) 1802 cmỞ. 

Với một tấm bìa hình vuông, người ta cắt bỏ ở mỗi góc tấm bìa một hình 
vuông cạnh 12cm rồi gấp lại thành một hình hộp chữ nhật không có nắp. 
Nếu dung tích của cái hộp đó là 4800 cm” thì cạnh tấm bìa có độ dài là 

(A) 42cm ; (B) 36cm ; 

(©) 44cm ; (D) 3§em. 

Cho một hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng ø và cạnh bên tạo với 


mặt phẳng đáy một góc ø. Thể tích của hình chóp đó là 


3 3 

q4" COt ø 4 tan 
A : B : 
(A) TP) (B) 1? 

2 3 

a“ tanø 4" tan 
C : D . 
(C) L (D) 7 


Một hình chóp tam giác đều có cạnh bên bằng ? và cạnh bên tạo với mặt 


phẳng đáy một góc ø. Thể tích của hình chóp là 


(A) Hà coS” zsinø ; (B) Na cos” œsin ø ; 
(C) TP cos øsin” ø : (D) vâp COS Z SIN ở. 
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29. Cho hình chóp tứ giác đều .⁄ có diện tích đáy bằng 4 và diện tích của một 
mặt bên bằng x2 . Thể tích của Z là 


(2) SG (B)4; 


nơi 


4 
() , (== 


30. Một khối chóp tam giác có các cạnh đáy = 6, 8, 10. Một cạnh bên có độ 
dài bằng 4 và tạo với đáy góc 60”. Thể tích của khối chóp đó là 


(A) 16A3 ; (B) 83 ; 
(C) lo` : (D) l6x. 


31. Nếu một hình chóp đều có chiều cao và cạnh đáy cùng tăng lên ø lần thì thể 
tích của nó tăng lên 
(A) nŸ lần; (B) 2øŸ lần ; 
(C) mở lần ; (D) 2z lần. 


32. Khi chiều cao của một hình chóp đều tăng lên ø lần nhưng mỗi cạnh đáy 
giảm đi øò lần thì thể tích của nó 
(A) Không thay đổi ; (B) Tăng lên ø lần ; 


(C) Tăng lên (z — 1) lần ; (D) Giảm đi ø lần. 
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MẶT CẦU, MẶT TRỤ, MẶT NÓN 


Trong đời sống hằng ngày, chúng ta thường gặp 
những đồ vật có dạng hình cầu, hình trụ hoặc hình 
nón. Học xong chương này, học sinh cần hình 
dung được thế nào là mặt cầu, mặt trụ, mặt nón và 
những hình có quan hệ đến những mặt đó. Học 
sinh cần nhớ các công thức về diện tích và thể tích 
của hình cầu, hình trụ và hình nón. 


Sử) 


MẶT CẦU, KHỐI CẦU 


1. Định nghĩa mặt cầu 
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Các quả bóng như bóng bàn, bóng đá, bóng chuyền cho ta hình ảnh của 
một hình trong không gian mà ta sẽ gọi là mã cầu. Định nghĩa của mặt 
cầu cũng đơn giản như định nghĩa quen thuộc của đường tròn trong hình 
học phẳng. 


ĐỊNH NGHĨA 


Tập hợp các điểm trong không gian cách điểm O cố định 
một khoảng R không đổi gọi là mặt cầu có tâm là ÓO và bán 
kính bằng R. 


Mặt cầu như thế thường được kí hiệu là S(Ó ; R). Như vậy : 
S(O ; R) ={M|OM = RÌ. 

Các thuật ngữ 

Cho mặt cầu S(Ó ; R) và một điểm A nào đó (h.32). 

a) Nếu ÓA = R thì theo định nghĩa, điểm A thuộc 

mặt cầu. Khi đó đoạn thắng ÓA cũng được gọi là 

bán kính của mặt cầu. 

Nếu ÓA và ÓB là hai bán kính sao cho A, Ó, B thẳng Hình 32 

hàng thì đoạn thăng AB được gọi là đường kính của 


mặt cầu. Như vậy, một mặt cầu được xác định khi biết tâm và bán kính ®# hoặc 
khi biết một đường kính AB của nó. 

b) Nếu ÓA < # thì ta nói rằng điểm A nằm frong mặt cầu. 

c) Nếu ÓA > # thì ta nói rằng điểm A nằm ngoài mặt cầu. 

Trên hình 32, ta có điểm A nằm trên mặt cầu, AĐ là đường kính, điểm A4; 
nằm trong mặt cầu và điểm As; nằm ngoài mặt cầu. 

đ) Tập hợp các điểm thuộc mặt cầu ŠS(Ó ; R) cùng với các điểm nằm trong mặt 
cầu đó được gọi là khối cầu S(O ; R) hoặc hình cầu S(O ; R). Như vậy, khối 
cầu S(O ; R) là tập hợp các điểm M sao cho OM < R. 

Một số ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hai điểm A, B cố định. Chứng mình rằng tập hợp các điểm M 
sao cho MA. MB =0 là mặt câu đường kính AB. 


Giải. Gọi I là trung điểm của AB, ta có 


MẢ. MB = (Mi + 1Ä).(MÌ + 1B) 


=(Mỉ + 1Ä).(MI - 1A) = MI? - 1A2. 

Suyra MA. MB =0 © MI = 1A = IB. 
Vậy tập hợp các điểm M là mặt cầu tâm 7 bán kính ® = !A, tức là mặt cầu 
đường kính AB. 
Ví dụ 2. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Tìm tập hợp các điểm M 
$ao cho 

MA” + MBỸ + MC” + MD”= 2a”. 
1 (để giải ví dụ 2) 
Gọi G là trọng tâm của tứ diện ABCD, ta có 


-2 -2 -2 -2 
MA? + MB” + MC” + MDˆ = MA“ + MBˆ + MC” +MD 


=(MG +GÄ" +(MG +GB)ˆ +(MG +GC)“ +(MG +GD).. 
a) Hãy tính toán tiếp để đi đến kết quả : 
MA” + MB + MC” + MD =4MG” + s4, 
b) Hãy kết hợp kết quả trên với đẳng thức đã cho trong bài toán để tìm giá trị của MƠ. 
c) Phát biểu kết quả của bài toán. 
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2. Vị trí tương đối giữa mặt cầu và mặt phẳng 


Cho mặt cầu S(Ó ; R) và mặt phẳng (P). Hiển nhiên mặt phẳng có thể cắt 
hoặc không cắt mặt cầu. Nếu mặt cầu ở cách mặt phẳng quá xa thì rõ ràng 
là chúng không cắt nhau. Độ xa, gần của mặt cầu và mặt phẳng phụ thuộc 
vào bán kính # của mặt cầu và khoảng cách đ từ tâm Ó của mặt cầu tới 
mặt phẳng (P). Gọi H là hình chiếu của Ó trên mp(?) thì đ = OH. 


2 
R Hãy chứng tỏ rằng điểm M là điểm chung của mặt cầu $(Ó ; R) và mp(?) khi và chỉ 
khi M € (P) và HM” = R” - d” (h.33a). 


3 
Ầ Từ Hoạt động 2, có thể kết luận gì về giao của mặt cầu $(Ó ; R) và mp(?) trong 
các trường hợp : a) 2< ;b)dJ=R;c)d4d>R?2 


a) b) €) 
Hình 33 
Tóm lại, ta có kết luận : 
Cho mặt cầu S(O ; R) và mặt phẳng (P), gọi đ là khoảng cách 
từ Ó tới (P) và H là hình chiếu của O trên (P). Khi đó : 
* Nếu d < R thì mp(P) cắt mặt cầu S(O ; R) theo giao tuyến là 
đường tròn nằm trên mặt phẳng (P) có tâm là H và có bán kính 
r= A\Rˆ—đ4” (h.33a) ; 
° Nếu d = R thì mp(P) cắt mặt cầu tại một điểm duy nhất H 
(h.33b) ; 
° Nếu d > R thì mp(P) không cắt mặt cầu S(O ; R) (h.33c). 
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Khi đ = 0 thì mp(P) đi qua tâm Ó của mặt cầu, mặt phẳng đó được gọi là 
mặt phẳng kính ; giao tuyến của mặt phẳng kính với mặt cầu là đường tròn 
có bán kính #, đường tròn đó gọi là đường tròn lớn của mặt cầu. 

Trong trường hợp đ = R, mp(P) và mặt cầu S(O ; R) có điểm chung duy 
nhất là H. Khi đó ta nói mặt phẳng (P) ứiế? xúc với mặt cầu tại điểm H, 
hoặc còn nói mp(P) là riếp điện của mặt cầu tại điểm HH. Điểm H gọi là 
điểm tiếp xúc (hoặc tiếp điểm) của (P) và mặt cầu. 

Mệnh đề sau đây có đúng không : Điều kiện cân và đủ để mp(P) tiếp xúc 
với mặt câu S(O ; R) tại điểm H là mp(P) vuông góc với bán kính OH tại 
điểm H ? 

Bài toán 1 

Mặt câu đi qua mọi đỉnh của hình đa diện .⁄ gọi là mặt cầu ngoại tiếp hình 
đa diện ‹và hình đa diện ‹' gọi là nội tiếp mặt cầu đó. 

Chứng minh rằng hình chóp nội tiếp một mặt cầu khi và chỉ khi đáy của nó 
là đa giác nội tiế) một đường tròn. 

4 (để giải bài toán 1) 

a) Nếu hình chóp S.A14a... A„ nội tiếp một mặt cầu thì vì sao có thể kết luận rằng 
đa giác đáy A1Aa...A„ nội tiếp một đường tròn ? Đó là đường tròn nào ? 

b) Cho hình chóp có đa giác đáy A12... A„ nội tiếp đường tròn tâm 7. Hãy xác định 


điểm O cách đều tất cả các đỉnh của hình chóp. Từ đó suy ra hình chóp nội tiếp 
một mặt cầu. 


|?2| Tại sao có thể nói : Hình tứ diện nào cũng có mặt cầu ngoại tiếp ? 
|P3| "Tình lăng trụ tam giác có cạnh bên không vuông góc với đáy có thể nội 
tiếp một mặt cầu không ? Vì sao 2 
3. Vị trí tương đối giữa mặt cầu và đường thắng 


Cho mặt cầu $(Ó ; ) và đường thăng A. Gọi H là hình chiếu của Ó trên A và 
d = OH là khoảng cách từ Ó tới A. Hoàn toàn tương tự như trong trường 
hợp mặt cầu và mặt phẳng, ta có các kết luận sau đây (h.34) : 
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a) b) C) 
Hình 34 


se Nếu d < R thì A cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt (h.344) ; 
° Nếu d = R thì A cắt mặt cầu tại một điểm duy nhất (h.34b) ; 
° Nếu d > R thì A không cắt mặt cầu (h.3⁄4c). 


Trong trường hợp đ = R, đường thẳng A và mặt cầu S(Ó ; R) có điểm chung 
duy nhất là H. Khi đó, ta nói đường thẳng A fiế? xúc với mặt cầu tại điểm W 
hoặc còn nói A là 7i? xyến của mặt cầu tại H. Điểm HH gọi là điểm tiếp 
xúc (hoặc rfiếp điểm) của A và mặt cầu. 

Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 
a) Điều kiện cần và đủ để đường thẳng A tiếp xúc với mặt cầu S(O ; R) tại 
điểm H là A vuông góc với bán kính OH tại điểm H ; 
b) Có vô số đường thẳng tiếp xúc với mặt cầu S(O ; R) tại điểm H, chúng 
nằm trên mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại H. 


Bài toán 2. Hấy chứng minh rằng có một mặt câu tiếp xúc với các cạnh 
của một tứ diện đều ABCD cho trước. 
® 5 (để giải bài toán 2) 


Gọi OÓ là trọng tâm của tứ diện đều ABCD. Hãy chứng minh rằng khoảng cách từ O 
tới các cạnh của tứ diện đó đều bằng nhau. 


Đường thẳng đi qua điểm A nằm trong mặt cầu có tiếp xúc với mặt cầu 
hay không ? 


Trong trường hợp điểm A nằm ngoài mặt cầu, ta có định lí sau : 
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ĐỊNH LÍ 


Nếu điểm A nằm ngoài mặt cầu S(O ; R) thì qua A có vô số 
tiếp tuyến với mặt cầu. Khi đó 


a) Độ dài các đoạn thẳng nối A với các tiếp điểm đều bằng nhau. 


b) Tập hợp các tiếp điểm là một đường tròn nằm trên mặt cầu. 


® 6 (để chứng minh định Ií) 

Lấy một mặt phẳng bất kì đi qua AO, nó cắt mặt cầu 
Š(O ; R) theo một đường tròn (4ˆ )(h.35). Gọi AH là một 
tiếp tuyến của đường tròn đó tại H. Chứng minh rằng 
AH cũng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm HH. 

a) Tính độ dài đoạn AH theo R và đ = ÓA. 

b) Kẻ HI vuông góc với ÓA tại 7 rồi chứng minh rằng 
I là điểm cố định không phụ thuộc vào tiếp tuyến AH. 
Từ đó suy ra kết luận b) trong định lí. 


Hình 35 


4. Diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu 
Ta đã biết thế nào là diện tích của các đa giác phẳng. Ta định nghĩa điện 
tích của hình đa diện là tổng diện tích các mặt của nó. 

Tuy mặt cầu không giống như hình đa diện vì nó không phải là hợp của 
các đa giác, nhưng hiển nhiên là nó cũng phải có một "diện tích" nào đó. 
Nếu để sơn một mặt cầu, ta phải dùng Ikg sơn và cũng với Ikg sơn loại 
đó, ta có thể sơn được một hình chữ nhật (với độ mỏng của lớp sơn như 
nhau) thì có thể xem diện tích của mặt cầu bằng diện tích hình chữ nhật. 
Sau đây ta nêu ra cách định nghĩa diện tích của mặt cầu và nói rõ hơn về công 
thức tính diện tích đó. Cũng tương tự như vậy đối với thể tích của khối cầu. 


Khái niệm về diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu 
Cho mặt cầu đường kính A8 (h.36). 


Mỗi nửa mặt phẳng có bờ là đường thăng AĐ cắt mặt cầu theo một nửa 
đường tròn đường kính AB. Ta gọi các nửa đường tròn đó là các kinh tuyến 
ứng với đường kính AB. 
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Mỗi mặt phẳng vuông góc với AB nếu cắt mặt 
cầu theo một đường tròn thì đường tròn đó gọi là 
vĩ txyến ứng với đường kính AB. 

Nếu xem bề mặt Trái Đất là một mặt cầu có cực 
bắc là A, cực nam là Ö thì các kinh tuyến, vĩ 
tuyến nói trên chính là các kinh tuyến, vĩ tuyến 
của Trái Đất. 


Số n C Í SA 


Chúng ta hãy lấy một số kinh tuyến và vĩ 
tuyến ứng với đường kính AB của mặt cầu. 


Chúng sẽ chia mặt cầu thành nhiều mảnh, có Hình 36 


thể gọi mỗi mảnh đó là một "tứ giác cầu" (đặc biệt có thể là "tam giác 
cầu"). Ta có thể thấy rằng bốn đỉnh của một "tứ giác cầu" nằm trên một 
mặt phẳng, và do đó cũng là bốn đỉnh của một tứ giác phẳng (đúng ra là 
hình thang cân) mà ta sẽ gọi là "xấp xỉ phẳng" của tứ giác cầu đang xét. 
Tương tự, mỗi "tam giác cầu" cũng có "xấp xỉ phẳng" là một tam giác cân. 
Tập hợp các "xấp xỉ phẳng" của tứ giác cầu và tam giác cầu làm thành một 
hình đa diện 2 nội tiếp mặt cầu. Hình đa diện 2 gọi là đa điện xấp xỉ của 
mặt cầu. 


Người ta chứng minh được rằng : 

1) Khi độ dài các cạnh của 2 tiến tới 0 thì diện tích của hình đa diện 2 tiến 
tới một giới hạn xác định. Giới hạn đó được gọi là diện tích của mặt cầu. 

2) Khi độ dài các cạnh của 2 tiến tới 0 thì thể tích của khối đa diện 2 tiến 
tới một giới hạn xác định. Giới hạn đó được gọi là thể tích của khối cầu. 

Các công thức 

Dựa vào định nghĩa trên và dùng phương pháp giới hạn, người ta chứng 


minh được các công thức về diện tích của mặt cầu và thể tích của khối cầu 
như sau : 


Mặt cầu bán kính R có diện tích là : S = 4nÑ”. 


Khối câu bán kính R có thể tích là : V = snR) 


Câu hỏi vỏ bởi tập 

Trong không gian cho ba đoạn thẳng AB, BC, CD sao cho AB L BC, BC L CD, 
CD L AB. Chứng minh rằng có mặt cầu đi qua bốn điểm A, B,C, D. Tính 
bán kính mặt cầu đó nếu AB = a, BC = b, CD = c. 
a) Tìm tập hợp tâm các mặt cầu đi qua hai điểm phân biệt A, 8 cho trước. 
b) Tìm tập hợp tâm các mặt cầu đi qua ba điểm phân biệt A, B, € cho trước. 
c) Tìm tập hợp tâm các mặt cầu đi qua một đường tròn cho trước. 
d) Có hay không một mặt cầu đi qua một đường tròn và một điểm nằm 
ngoài mặt phẳng chứa đường tròn ? 
Cho điểm ⁄ nằm trong mặt cầu (S). Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề 
nào đúng ? 
a) Mọi mặt phẳng đi qua M đều cắt (S) theo một đường tròn ; 
b) Mọi đường thẳng đi qua M đều cắt (S) tại hai điểm phân biệt. 
Cho đường thẳng đ và điểm A không nằm trên đ. Xét các mặt cầu đi qua A 
và có tâm nằm trên đ. Chứng minh rằng các mặt cầu đó luôn đi qua một 
đường tròn cố định. 
Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 
a) Nếu hình đa diện nội tiếp mặt cầu thì mọi mặt của nó là đa giác nội tiếp 
đường tròn ; 
b) Nếu tất cả các mặt của một hình đa diện nội tiếp đường tròn thì đa diện đó 
nội tiếp mặt cầu. 
a) Tìm tập hợp tâm các mặt cầu tiếp xúc với ba cạnh của một tam giác cho trước. 
b) Chứng minh rằng nếu có mặt cầu tiếp xúc với sáu cạnh của hình tứ diện 
ABCD thì 

AB+CD=AC + BD=AD + ĐC. 
a) Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp tam giác đều có cạnh đáy 
bằng ø và chiều cao bằng 7. 
b) Cho hình chóp tứ giác đều S.ABC?D có tất cả các cạnh cùng bằng z. Gọi 
A,B,C',D' lần lượt là trung điểm của các cạnh SA, SB, $C, SD. Chứng 
minh rằng các điểm A,B,C,D,A,Ồ,B,C),ÓD' cùng thuộc một mặt cầu và 
tính thể tích khối cầu đó. 
Cho tứ diện ABCD với AB = CD = c, AC = BD =b,AD = BC = a. 
a) Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện. 
b) Chứng minh rằng có một mặt cầu tiếp xúc với bốn mặt của hình tứ diện 
(nó được gọi là mặt cầu øội f/ếp tứ diện). 
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10. 


Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC biết rằng SA = 4, 
$B =b, SC = c và ba cạnh SA, Š%B, SC đôi một vuông góc. Chứng minh rằng 
điểm Š, trọng tâm tam giác ABC và tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC 
thắng hàng. 

a) Chứng minh rằng một hình lăng trụ có mặt cầu ngoại tiếp khi và chỉ khi 
nó là hình lăng trụ đứng với đáy là đa giác nội tiếp đường tròn. 

b) Trong số các hình hộp nội tiếp mặt cầu cho trước, hình hộp nào có diện 
tích toàn phần lớn nhất ? 


KHÁI NIỆM VỀ MẶT TRÒN XOAY 


Mặt cầu là một trường hợp đơn giản của các mặt tròn xoay mà ta sẽ nói đến 
trong mục này. 

Trước hết, ta định nghĩa /rục của đường 
fròn : Trục của đường tròn (Ó ; ®) là đường 


thẳng đi qua @Ø và vuông góc với mặt 
phẳng chứa đường tròn đó. SN SA) 


Dễ thấy rằng khi điểm Mí không nằm trên 
đường thăng A thì có một đường tròn duy 
nhất đi qua M và có trục là A, ta kí hiệu 
đường tròn đó là (4) (h.37). THƯPEENE 


A 


Đường tròn (q„) được xác định như thế nào ? 
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Trong trường hợp điểm M nằm trên A, ta quy ước "đường tròn" (4%) chỉ 
gồm duy nhất điểm M. 


1. Định nghĩa 


Trong không gian, cho hình và đường thẳng A. Hình gồm tất cả 
các đường tròn (ụ) với M thuộc .‹ được gọi là hình tròn xoay 
sinh bởi 2 khi quay quanh A. Đường thẳng A gọi là trục của hình 
tròn xoay đó. 

Khi hình . là một đường thì hình tròn xoay sinh bởi nó còn gọi 
là mặt tròn xoay. 


Lọ hoa ở hình 38 cho ta hình ảnh của một mặt 
tròn xoay. Mặt tròn xoay đó sinh bởi đường (L) 
khi quay quanh đường thẳng A. 


Nói chung, các đồ gốm nếu được chế tạo bằng cách 
dùng bàn xoay đều có dạng là các mặt tròn xoay. 


2. Một số ví dụ 


Ví dụ 1. Nếu hình .⁄ là đường tròn có đường 
kính AB nằm trên đường thẳng A thì rõ ràng hình 


tròn xoay sinh bởi .⁄ khi quay quanh A là mặt 

cầu đường kính AB (h.39). Hình 38 

Nếu là hình tròn có đường kính AB nằm trên đường thẳng A thì hình 
tròn xoay sinh bởi . khi quay quanh A là khối cầu đường kính AB (h.39). 
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Ta xét trường hợp ‹⁄ là đường tròn nằm trong cùng một mặt phẳng với 
đường thẳng A nhưng không cắt A. Hình tròn xoay sinh bởi đường tròn đó 
khi quay quanh A được gọi là mặt xuyến (h.40). 

Ví dụ 2. Cho hai đường thẳng A và l chéo nhau. Xét hình tròn xoay sinh 
bởi đường thẳng l khi quay quanh đường thẳng A. 

Gọi PQ là đường vuông góc chung của hai đường thẳng A và Ï 
(P cLỌOc A) (h.4I). Khi đó, các đường tròn () có bán kính càng lớn 
khi M thuộc l càng cách xa điểm P và (p) là đường tròn có bán kính bé 
nhất (bằng PQ). 

Trong trường hợp này, hình tròn xoay nhận được 
gọi là mặt hypeboloit tròn xoay một tầng. (Sở dĩ 
có tên gọi này là vì mặt tròn xoay đó có thể sinh 
bởi một hypebol khi quay quanh trục áo của nó). 
Trong các §3 và §4, chúng ta sẽ xét hình tròn xoay 
sinh bởi đường thẳng / khi quay quanh đường 
thắng A trong trường hợp hai đường thăng đó 
cùng nằm trong một mặt phẳng. 


1. Định nghĩa mặt trụ 


Cho đường thẳng A. Xét một đường thẳng 7 song song 
với A, cách A một khoảng # (h.42). 


Mặt tròn xoay sinh bởi đường thẳng l như 
thế khi quay quanh A được gọi là mặt trụ 
tròn xoay (hoặc đơn giản là mặt trụ). 


Hình 42 
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A gọi là frục của mặt trụ, / gọi là đường sinh của mặt trụ và ® gọi là bán 
kính của mặt trụ. 

Chúng ta dễ dàng nhận thấy : 

a) Mặt trụ nói trên là tập hợp tất cả các điểm #⁄ cách đường thẳng A cố 
định một khoảng # không đổi. 

b) Nếu 4⁄¡ là một điểm bất kì nằm trên mặt trụ thì đường thẳng ¡j¡ đi 
qua Ä⁄¡ và song song với A cũng nằm trên mặt trụ đó (vì mọi điểm của j¡ 
đều cách A một khoảng ). Như vậy, có thể xem mặt trụ sinh bởi đường 
thăng j¡, nói cách khác, đường thẳng /¡ cũng là một đường sinh của mặt trụ. 


® Cho mặt trụ có trục A và bán kính R. Giao của mặt trụ và mặt phẳng (P) là 
hình gì trong các trường hợp sau đây 2 
a) Mặt phẳng (P) đi qua A. 
b) Mặt phẳng (P) song song với A. 
c) Mặt phẳng (P) vuông góc với A. 


2. Hình trụ và khối trụ 


Cất mặt trụ trục A, bán kính ® bởi hai 
mặt phẳng phân biệt (P) và (P) cùng 
vuông góc với A, ta được giao tuyến là 
hai đường tròn (# ) và (2 (h.43). 


=Ằ=1=-=-z2-i- 


s 


Hình 43 


Phân mặt trụ T nằm giữa hai mặt phẳng (P) và (P) cùng với hai 
hình tròn xác định bởi (€ ) và (€) được gọi là hình trụ. 


Hai đường tròn (2 và (”) gọi là hai đường tròn đáy, hai hình tròn xác định 
bởi chúng gọi là hai mãi đáy của hình trụ, bán kính của chúng (bằng ®) gọi 
là bán kính của hình trụ. Khoảng cách giữa hai mặt đáy gọi là chiều cao 
của hình trụ. 

Nếu gọi Ó và Ó' là tâm của hai hình tròn đáy thì đoạn thắng ØÓ” (nằm trên A) 
gọi là /r„c của hình trụ. 

Phần mặt trụ nằm giữa hai đáy gọi là mặt xung quanh của hình trụ. 

Với mỗi điểm Mí e (2, có một điểm M” e (2) sao cho MM' // OO”. Hiển 
nhiên đoạn thẳng 4M” nằm trên mặt xung quanh của hình trụ, có độ dài 
bằng chiều cao của hình trụ. Các đoạn thẳng như vậy gọi là đường sinh của 
hình trụ. 
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Ta cũng dễ thấy rằng mỗi hình trụ phân chia không gian thành hai phần, 
phần bên trong hình trụ và phần bên ngoài hình trụ. 


| Hình trụ cùng với phần bên trong của nó được gọi là khối trụ. 


Ví dụ 1. Cho hình trụ có bán kính R và chiều cao 
cũng bằng R. Một hình vuông ABCD có hai cạnh 
AB và CD lần lượt là dây cung của hai đường tròn 
đáy, các cạnh AD và BC không phải là đường sinh 
của hình trụ. Tính cạnh của hình vuông đó. 

Giải (h. 44). Gọi C” là hình chiếu của Œ trên mặt 
đáy chứa AB thì AB L BC” (vì AB L BC). Vậy AC? B K 
là đường kính của đường tròn đáy hay AC” = 2Ñ. Hình 44 

Từ các tam giác vuông ABC” và CBC”, ta có 


BC 'ˆ=AC ”— AB” = AR” — AB” : 
BC “=BCˆ—CC” =AR” - K. 


` : 


Suyra 2AB = 5R “hay AB= 


3. Diện tích hình trụ và thể tích khối trụ 
Một hình lăng trụ gọi là nôi ấp một hình trụ nếu hai đáy của hình lăng trụ 
nội tiếp hai đường tròn đáy của hình trụ. Khi đó, ta còn nói hình trụ ngoại tiến? 
hình lăng trụ. 
Ta có định nghĩa : 
Diện tích xung quanh của hình trụ là giới hạn của diện tích xung 


quanh của hình lăng trụ đêu nội tiếp hình trụ đó khi số cạnh đáy 
tăng lên vô hạn. 

Thể tích của khối trụ (còn gọi là thể tích của hình trụ) là giới hạn 
của thể tích của hình lăng trụ đều nội tiếp hình trụ đó khi số cạnh 
đáy tăng lên vô hạn. 


Cho hình trụ ' có chiều cao j và bán kính ®. Giả sử .⁄'là một hình lăng 
trụ đều nội tiếp hình trụ “ (h.45). Gọi Š là diện tích xung quanh của hình 
lăng trụ .⁄ và V là thể tích của khối lăng trụ .⁄2 
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Ta biết rằng Š = p.h, trong đó p là chu vi đáy của 
lăng trụ .⁄¿ và V = Saay.h, trong đó S„zy là diện tích 


đáy của hình lăng trụ .⁄2 Ta lại biết rằng khi số cạnh 
đáy của hình lăng trụ .⁄ tăng lên vô hạn thì chu vi p 
và diện tích Saay lần lượt có giới hạn là chu vi và 


—======= 


- 


diện tích của hình tròn đáy của hình trụ 4. 


~- 


Vậy ta có : 


Hình 45 


Diện tích xung quanh của hình trụ bằng chu vi đáy nhân với chiêu cao. 


Thể tích của khối trụ bằng diện tích đáy nhân với chiều cao. 


Ví dụ 2. Cho hình trụ ` có bán kính R, trục OO' bằng 
2R và mặt cầu (S) có đường kính OO' (h.46). 

a) Hãy so sánh diện tích mặt cầu và diện tích xung 
quanh của hình trụ. 

b) Hãy so sánh diện tích mặt cầu và diện tích toàn 
phần của hình trụ (diện tích toàn phần của hình trụ là 
tổng diện tích xung quanh và diện tích hai đáy của nó). 


c) Hãy so sánh thể tích của khối trụ ® và khối cầu (S). 

Giải 

a) Dễ thấy rằng diện tích của mặt cầu và diện tích xung quanh của hình trụ 
bằng nhau và bằng 4nR7. 

b) Diện tích toàn phần của hình trụ bằng 4x#“+ 2xR7= 6nÑ”. 


` * 2 b ` bề ` 
Vậy diện tích mặt cầu băng 3 diện tích toàn phần của hình trụ. 
4# ./Z ? ^Z* ^ ` 4 3 
c) Thê tích của khối cầu là W(s) = Enh : 
Thể tích của khối trụ là V ' = ø#“.2R = 2n. 


c2 kì ⁄+ ^ > 2 Ý x.⁄Z ? ^Z* 
Vậy thê tích của khối cầu băng 3 thể tích của khối trụ. 


BÃi 


Em Bãy làm thử ! 


s 


Cắt mặt xung quanh của hình trụ (tức 
hình trụ bỏ đi hai đáy) theo một đường é 3 


sinh rồi trải ra trên một mặt phẳng thì 
ta được một hình chữ nhật có một 
cạnh bằng đường sinh ¡/ và cạnh kia 
bằng chu vi đường tròn đáy. Khi đó, 
diện tích hình chữ nhật bằng diện tích 
xung quanh của hình trụ (h.47). 


Bài đọc tfhêm 


2rR 


Hình 47 


GIÁO TUYỂN FIID CỦA MẶT TOỤ TDÒN XOAY VÀ MẶT DHÀNG 


Cho mặt trụ tròn xoay Ï có trục là A và bán kính R. Xét giao của Ï` với một mp(2). 


Ta biết rằng : 


- Nếu (ø) vuông góc với A thì giao là một đường tròn có bán kính RE. 


- Nếu (ø) song song với A thì giao có thể là hai đường sinh, một đường sinh hoặc là 


tập rỗng. 

Bây giờ, giả sử (øz) là mặt phẳng cắt A nhưng 
không vuông góc với A (h.48). Ta hãy xem 
giao của (z2) và Ï là hình gì 2 

Ta hãy lấy một mặt cầu bán kính R bỏ vào 
mặt trụ từ trên xuống cho đến khi nó dừng lại 
vì tiếp xúc với mp(øz). Như vậy là ta có mặt 
cầu S(O¿ ; R) tiếp xúc với mọi đường sinh của 
mặt trụ Ï và tiếp xúc với mp(z) tại điểm F:. 
Hiển nhiên các tiếp điểm của mặt cầu S(O; ; R) 
với các đường sinh luôn nằm trên đường tròn 
(') là giao tuyến của mặt trụ với mp(P) vuông 
góc với A tại O. Tương tự, ta lấy một mặt cầu 
khác cũng có bán kính R để vào trong mặt trụ từ 
phía dưới và đẩy lên cho nó tiếp xúc với mp(2). 
Như vậy, ta có mặt cầu S(O; ; R) tiếp xúc với mọi 


Hình 4S 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


đường sinh của 'ế và tiếp xúc với mp(2) tại điểm F›. Các tiếp điểm của mặt cầu này với 
các đường sinh luôn nằm trên đường tròn (Z2) là giao tuyến của mặt trụ 'ế với mp(P2) 
vuông góc với A tại Ó›. 
Giả sử M là một điểm thuộc (2) ¬ ': Vì M nằm trên (z) nên MF; tiếp xúc với mặt cầu 
S(O¡ ; R) tại F+ và MF; tiếp xúc với mặt cầu S(Os ; R) tại Fạ. Vì M nằm trên 'ế nên có 
đường sinh của ' đi qua M. Giả sử đường sinh đó cắt các đường tròn (Z4) và (*Z2) 
lần lượt tại M và Mạ thì MM+ và MM; lần lượt là tiếp tuyến của mặt cầu S(O; ; R) và 
S(O; ; R). Từ đó ta có MF4 = MM- và MF; = MMạ, do đó 

MF1 + MF; = MM + MM› = MMạ = O+Oa. 
Như vậy, (z) ¬ *ế là đường elip nằm trên (z), có các tiêu điểm là F4, F; và độ dài 
trục lớn bằng O;O¿. 


Tóm lại : Nếu cắt mặt trụ tròn xoay bồi một mặt phẳng cắt trục và không vuông 
góc với trục của mặt trụ thì giao tuyến là một đường elip. 


Câu hỏi vỏ bởi tập 
Chứng minh rằng hình tròn xoay có vô số mặt phẳng đối xứng. 
Trong mỗi trường hợp sau, gọi tên hình tròn xoay : 
a) Sinh bởi ba cạnh của một hình chữ nhật khi quay quanh đường thẳng 
chứa cạnh thứ tư ; 
b) Sinh bởi một hình chữ nhật (kể cả điểm trong) khi quay quanh đường 
thẳng chứa một cạnh. 
Cho đường tròn (Ó ; ®) nằm trong mặt phẳng (P). Tìm tập hợp các điểm 
trong không gian sao cho hình chiếu của chúng trên (P) luôn nằm trên 
đường tròn đã cho. 
Chứng minh rằng các tiếp tuyến của mặt cầu song song với một đường 
thẳng cố định luôn nằm trên một mặt trụ xác định. 
Mặt phẳng đi qua trục của một hình trụ, cắt hình trụ theo thiết diện là hình 
vuông cạnh 2Ÿ. 
a) Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ. 
b) Tính thể tích của khối trụ. 
c) Tính thể tích khối lăng trụ tứ giác đều nội tiếp hình trụ. 


bộc 


1ó. 


Một hình trụ có bán kính # và chiều cao # v3. 

a) Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ. 

b) Tính thể tích của khối trụ. 

c) Cho hai điểm A và B lần lượt nằm trên hai đường tròn đáy sao cho góc 
giữa AB và trục của hình trụ bằng 307. Tính khoảng cách giữa AB và trục 
của hình trụ. 


MẶT NÓN, HÌNH NÓN VÀ KHỐI NÓN 


1. Định nghĩa mặt nón 
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Cho đường thẳng A. Xét một đường thẳng / cắt A A 


tại Ó và không vuông góc với A (h. 49). C1 3 I 


Mặt tròn xoay sinh bởi đường thẳng Ï 


như thế khi quay quanh A gọi là mặt `. 


nón tròn xoay (hay đơn giản là mặt nón). 
A gọi là fruc của mặt nón. 
l gọi là đường sinh của mặt nón. 
Ó gọi là đỉnh của mặt nón. 
Nếu gọi ø là góc giữa 7 và A thì 2ø gọi là góc ở Hình 49 
đỉnh của mặt nón (0° < 2z< 180”). 
Chúng ta dễ dàng nhận thấy : 
Nếu M là một điểm tuỳ ý của mặt nón L khác với điểm Ó thì đường thăng 
OM nằm hoàn toàn trên mặt nón đó. Có thể xem mặt nón ®\ sinh bởi 


đường thắng OM khi quay quanh A. Bởi thế, OM⁄ cũng được gọi là đường 
sinh của mặt nón đó. 


Em Bãy làm thử ! 


Các em hãy lấy một miếng bìa, cắt thành hình 
quạt tròn giới hạn bởi một cung tròn AB và hai 
bán kính OA, OB (h.50). Ta uốn cong hình quạt 
tròn đó để có thể dán hai bán kính OA và OB 
với nhau. 


Sau khi dán, cung tròn AB trở thành một đường 
khép kín. Nếu ta làm cho đường khép kín này 
trở thành một đường tròn thì ta được một phần 
của mặt nón tròn xoay. 


Hình 50 


a) Giao của một mặt nón và một mặt phẳng đi qua trục của nó là hình gì ? 
b) Giao của một mặt nón và một mặt phẳng vuông góc với trục của nó là 
hình gì ? 


A 

C1 Ð 

Cho mặt nón ®\ với trục A, đỉnh Ó và góc ` 

ở đỉnh 2ø. Gọi (P) là mặt phẳng vuông Z„Ñm v.x⁄ 
góc với A tại điểm 7 khác Ó (h.51). Mặt 

phẳng (P) cắt mặt nón theo đường tròn 


( ) có tâm I. Lại gọi (P) là mặt phẳng 
vuông góc với A tại Ó. Khi đó ⁄P 
| 
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2. Hình nón và khối nón 


Phần của mặt nón ®\ giới hạn bởi hai mặt phẳng (P) và (P') cùng 
với hình tròn xác định bởi (9) được gọi là hình nón. 


Điểm OÓ gọi là đỉnh của hình nón, đường tròn () gọi là đường tròn đáy, 
hình tròn xác định bởi (2) gọi là đáy của hình nón. Với mỗi điểm Mí nằm 
trên đường tròn (2), đoạn thắng OM gọi là đường sinh của hình nón ; rõ 
ràng là các đường sinh của hình nón có độ dài bằng nhau. Đoạn thẳng Oï 
gọi là r„c của hình nón, độ dài Óï gọi là chiều cao của hình nón (đó chính 
là khoảng cách từ đỉnh Ó tới mặt đáy). 


Hoài 


I2] Giao của một hình nón và một mặt phẳng đi qua trục của nó là hình gì ? 


Hiển nhiên là một hình nón chia không gian thành hai phần : phần bên 
trong và phần bên ngoài của nó. 


| Hình nón cùng với phần bên trong của nó gọi là khối nón. 


3. Khái niệm về diện tích hình nón và thể tích khối nón 
Một hình chóp gọi là zó¡ z¿ếp một hình nón nếu đáy của hình chóp là đa 
giác nội tiếp đáy của hình nón và đỉnh của hình chóp là đỉnh hình nón. 
Ta có định nghĩa : 
Diện tích xung quanh của hình nón là giới hạn của diện tích 


xung quanh của hình chóp đều nội tiếp hình nón đó khi số cạnh 
đáy tăng lên vô hạn. 


Thể tích của khối nón (còn gọi là thể tích của hình nón) là giới 
hạn của thể tích của hình chóp đêu nội tiếp hình nón đó khi số 
cạnh đáy tăng lên vô hạn. 
Giả sử 2 là một hình chóp đều nội tiếp hình nón ®L öØ 
(h.52). Gọi p là chu vi đáy của hình chóp đều .⁄2 và 
4 là khoảng cách từ Ó tới một cạnh đáy của .⁄ thì 
. Z kà 2 TN 1 . 
diện tích xung quanh của .⁄ là Sx„= 7 p.q. Khi cho 
số cạnh đáy của .⁄ tăng lên vô hạn thì p có giới hạn 
là độ dài đường tròn đáy của hình nón #Y, còn đ có 


sưu ‹ 2 c : 3n. ' Hình 52 
giới hạn là độ dài đường sinh của hình nón. Vậy : 


Diện tích xung quanh của hình nón bằng một nửa tích số của độ 


đài đường tròn đáy và độ dài đường sinh. 


Cũng chú ý răng thể tích V của khối chóp .⁄ băng 3 tích số của diện tích 


đa giác đáy và chiều cao của .⁄(cũng là chiều cao của khối nón). Khi số 
cạnh đáy của .⁄tăng lên vô hạn thì diện tích đa giác đáy của .⁄có giới 
hạn là diện tích hình tròn đáy của khối nón ®X\. Bởi vậy : 
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Thể tích khối nón bằng một phần ba tích số diện tích hình tròn 


đáy và chiêu cao. 


Ví dụ. Cắt một hình nón ®\L bằng một mặt phẳng đi qua trục của nó, ta 
được thiết diện là một tam giác đều cạnh 2a. Tính diện tích xung quanh, 
diện tích toàn phần (tức là tổng của diện tích xung quanh và diện tích đáy) 
và thể tích của khối nón ®\. 
Giải 
Giả sử thiết diện là tam giác đều ÓAB cạnh 2a, 
khi đó hình nón đã cho có bán kính đáy là z và 
độ dài đường sinh là 2z (h.53). Vậy diện tích 
xung quanh của nó là 

Sx„= 224.24 = 2na'. 


Diện tích toàn phần là 


Sạp =2na” + na” = 3d”. 
Thể tích là Hình 53 
I 3 
V =—na2.a 3= óu NEỆ —) 
3 3 


Bài đọc tfhêm 


GIÁO TUYỂN DADABOI, CỦA MẶT NÓN TĐÒN XOAY 
VÀ — MẶT DHÀNG 


Ở lớp 10, chúng ta đã biết ba đường cônic là elip, hypebol, parabol. Người ta 
chứng minh được rằng : 


Nếu cắt mặt nón tròn xoay bỏi một mặt phẳng (P) không đi qua đỉnh 
của mặt nón thì giao tuyến sẽ là : 


a) Một đường elip nếu mp(P) cắt mọi đường sinh (đặc biệt, nếu (P) 
vuông góc với trục của mặt nón thì giao là đường tròn) (h.54a) ; 


b) Một đường parabol nếu mp(P) song song với chỉ một đường sinh 
(h.54b) ; 


Âí 
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c) Một đường hypebol nếu mp(P) song song với hai đường sinh 


r> 

_SÃ xế 
z 

VÀ 


c) 


Hình 54 


Sau đây ta giới thiệu một cách chứng minh cho trường hợp b). 

Xét mặt nón tròn xoay 9t trục A, đỉnh S. 

Giả sử (P) là mặt phẳng song song với đúng một đường sinh / của #\. Ta chứng 
minh giao của 9t và (P) là một parabol (h.55). 


17. 


18. 


Gọi /' là giao tuyến của mp(/, A) và 
(P) thì  // I. Trong mặt phẳng 
(I,A), lấy điểm Oe A cách đều I, 
I' và gọi ‹⁄ là mặt cầu tâm O tiếp 
xúc với / và Ƒ (theo thứ tự tại A và 
F). Khi đó, .⁄” tiếp xúc với mọi đường 
sinh của mặt nón #\L và các tiếp 
điểm nằm trên một đường tròn (2 
chứa A. 

Gọi (P) là mặt phẳng chứa ¡ và 
song song với (P) thì (P) có chung 
với ®L đúng một đường thẳng là ? 
nên (P) chứa tiếp tuyến của (4) tại 
A. Suy ra (P) tiếp xúc với .⁄ˆ tại A 
và (P) tiếp xúc với .⁄ˆ tại F. 

Mặt phẳng (Q) chứa (#2 ) cắt (P) 
theo tiếp tuyến vừa nói nên cắt (P) Hình 55 


theo đường thẳng d song song với 
tiếp tuyến đó ; suy ra ở vuông góc với 7“. 


Với M là một điểm tuỳ ý thuộc ØL ¬ (P), kể MH vuông góc với d thì MH cùng 
phương với / nên song song với /. Gọi E là giao điểm của SM và (2) thì E e (Q), 
ba điểm A, E, H thẳng hàng vì cùng thuộc giao tuyến của (Q) với mp(M, 1). Từ 
SA = SE suy ra MH = ME, mà ME = MF (vì chúng là hai đoạn tiếp tuyến của .⁄ 
kẻ từ M) nên MF = MH. Điều này chứng tỏ rằng giao của mặt nón ®t với mp(P) là 
parabol với tiêu điểm F và đường chuẩn d. 


Câu hỏi vỏ bởi tập 
Trong mỗi trường hợp sau, hãy gọi tên hình tròn xoay : 
a) Sinh bởi ba cạnh của một tam giác cân khi quay quanh trục đối xứng của tam 
giác đó ; 
b) Sinh bởi một tam giác vuông (kể cả điểm trong) khi quay quanh đường 
thắng chứa một cạnh góc vuông. 
Cho điểm A nằm ngoài mặt cầu (S). Chứng minh rằng các đường thẳng đi 


qua A tiếp xúc với mặt cầu (5Š) luôn nằm trên một mặt nón xác định. 


)9 


19. 


20. 


21. 


Một mặt cầu gọi là zøgoại r¿ế? một hình nón nếu mặt cầu đó đi qua đỉnh và 
đường tròn đáy của hình nón. Hình nón như vậy gọi là nội z/ếp mặt cầu đó. 
a) Chứng minh rằng mọi hình nón đều có một mặt cầu ngoại tiếp duy nhất. 
b) Một hình nón có chiều cao ? và bán kính đáy bằng z. Tính bán kính mặt 
cầu ngoại tiếp hình nón đó. 

c) Cho một hình nón nội tiếp một mặt cầu bán kính #. Nếu hình nón đó có 
chiều cao bằng # thì bán kính đáy của nó bằng bao nhiêu ? Tính diện tích 
xung quanh của hình nón đó. 

Một mặt cầu gọi là nói /ếØ» một hình nón nếu nó tiếp xúc với mặt đáy của 
hình nón và tiếp xúc với mọi đường sinh của hình nón. Khi đó, hình nón 
được gọi là goại tiếp mặt cầu. 

a) Chứng minh rằng mọi hình nón đều có một mặt cầu nội tiếp duy nhất. 

b) Một hình nón có chiều cao bằng ø và bán kính đáy bằng z. Hãy tính bán 
kính mặt cầu nội tiếp hình nón đó. 

Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = c, AC = b. Tính thể tích của khối tròn 
xoay sinh bởi tam giác đó (kể cả các điểm trong) khi quay quanh đường 
thẳng BC. 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


I- Kiến thức cần nhớ 


A - Mặt cầu, khối cầu 


1, 
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Mặt cầu S(Ó ; #) là tập hợp {MÌOM = R}. Khối cầu %(Ó ; R) là tập hợp 
LMÌOM < RỊ. 

Mặt cầu là hình tròn xoay sinh bởi một đường tròn khi quay quanh một 
đường thẳng chứa đường kính của đường tròn đó. 

Khối cầu là hình tròn xoay sinh bởi một hình tròn khi quay quanh một 
đường thắng chứa đường kính của hình tròn đó. 

Giao của mặt cầu S(Ó ; ®) và mp(P) phụ thuộc vào # và khoảng cách đ từ 
Q đến (P). Giả sử H là hình chiếu của Ó trên mp(P). Khi đó : 


— Nếu đ < # thì giao là đường tròn nằm trên (P) có tâm ïƒ, bán kính 


r=NR? =ử” h 


— Nếu đ = R thì mp(P) tiếp xúc với mặt cầu S(Ó ; #) tại HH; 
— Nếu đ > R thì mp(P) không cắt mặt cầu S(Ó ; ®). 

3. Giao của mặt cầu $(Ó ; ) và đường thẳng A phụ thuộc vào # và khoảng 
cách đ từ Ó tới A. Giả sử H là hình chiếu của Ó trên A. Khi đó : 
- Nếu đ< R thì đường thăng A cắt mặt cầu S(Ó ; R) tại hai điểm phân biệt ; 
- Nếu đ = R thì A tiếp xúc với mặt cầu S(Ó ; R) tại H. Các đường thẳng tiếp 
xúc với mặt cầu tại !ƒ nằm trên tiếp diện của mặt cầu tại Ởƒ ; 
— Nếu đ > # thì A không cắt mặt cầu S(Ó ; ®). 

4. Về các tiếp tuyến của mặt cầu đi qua một điểm A nằm ngoài mặt cầu : 
— Các đoạn thẳng nối A và các tiếp điểm bằng nhau. 


— Tập hợp các tiếp điểm là một đường tròn. 


5. Hình cầu bán kính # có diện tích bằng 4#” và có thể tích bằng RỂ, 


B - Mặt trụ, hình trụ và khối trụ 


Mặt trụ là hình tròn xoay sinh bởi đường thẳng 7 khi quay quanh đường 
thẳng A song song với Ï. 

Mặt trụ có trục A, bán kính # là tập hợp tất cả các điểm cách đường thẳng 
A một khoảng Ö. 

2. Hình trụ là phần mặt trụ nằm giữa hai mặt phẳng phân biệt vuông góc với 
trục của mặt trụ, cùng với hai hình tròn giới hạn bởi hai đường tròn là giao 
tuyến của mặt trụ với hai mặt phẳng nói trên. 

Hình trụ là hình tròn xoay sinh bởi bốn cạnh của một hình chữ nhật khi 
quay quanh một đường trung bình của hình chữ nhật đó. 

Diện tích xung quanh của hình trụ bằng tích số chu vi đường tròn đáy và 
chiều cao. 

Diện tích toàn phần của hình trụ bằng tổng diện tích xung quanh và diện 
tích hai đáy. 

3. Khối trụ là hình trụ cùng với phần bên trong của hình trụ đó. 

Khối trụ là hình tròn xoay sinh bởi một hình chữ nhật (kể cả các điểm nằm 
trong nó) khi quay quanh một đường trung bình của hình chữ nhật đó. 


Thể tích khối trụ bằng tích số của diện tích đáy và chiều cao. 
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C- 


1. 


Mặt nón, hình nón và khối nón 

Mặt nón là hình tròn xoay sinh bởi đường thẳng 7 khi quay quanh đường 
thẳng A cắt / nhưng không vuông góc với . 

Mặt nón đỉnh Ó, trục A (Ó thuộc A), góc ở đỉnh 2ø là hình gồm tất cả các 
đường thẳng đi qua Ó và tạo với A một góc bằng # (0° < z< 90). 

Hình nón là hình tròn xoay sinh bởi ba cạnh của một tam giác cân khi quay 
quanh trục đối xứng của tam giác đó. 

Diện tích xung quanh của hình nón bằng một nửa tích số chu vi đáy và độ 
đài đường sinh. 

Diện tích toàn phần của hình nón bằng tổng diện tích xung quanh và diện 
tích đáy. 

Khối nón là hình nón cùng với phần bên trong của hình nón đó. 

Khối nón là hình tròn xoay sinh bởi một hình tam giác vuông (kể cả phần 
trong) khi quay quanh đường thẳng chứa một cạnh góc vuông. 


Thể tích khối nón bằng một phần ba tích số của diện tích đáy và chiều cao. 


II - Câu hỏi tự kiểm tra 


1. 
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Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

a) Mặt cầu, khối cầu đều có vô số mặt phẳng đối xứng. 

b) Mọi tứ diện luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 

c) Mọi hình chóp có cạnh bên bằng nhau đều có mặt cầu ngoại tiếp. 

đ) Mọi hình hộp đứng đều có mặt cầu ngoại tiếp. 

e) Mặt nón, hình nón, khối nón đều có vô số mặt phẳng đối xứng. 

ø) Mặt trụ, hình trụ, khối trụ đều có duy nhất một mặt phẳng đối xứng. 
Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

a) Mọi đường thắng đều có chung với mặt trụ (hoặc mặt nón) nhiều nhất là 
hai điểm. 


b) Mặt trụ và mặt nón có chứa các đường thẳng. 
c) Mọi đường tròn lớn của mặt cầu đều đi qua hai điểm cố định. 
đd) Hai đường tròn phân biệt cùng nằm trên một mặt trụ có bán kính bằng nhau. 


e) Hai đường tròn phân biệt cùng nằm trên một mặt nón có bán kính khác nhau. 


III - Bài tập 


1: 


Cho mp(P) và điểm A không thuộc (P). Chứng minh rằng mọi mặt cầu đi 
qua A và có tâm nằm trên (P) luôn luôn đi qua hai điểm cố định. 


2. Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC, biết 


SA =§B= S%C =a, ASB = 609, BS$C = 909, CSA = 1200. 

Cho hai đường tròn (Ó ; r) và (Ó“; z2 cắt nhau tại hai điểm A, Ö và lần lượt 
nằm trên hai mặt phẳng phân biệt (P) và (P'). 

a) Chứng minh rằng có mặt cầu (S) đi qua hai đường tròn đó. 

b) Tính bán kính ® của mặt cầu (S) khi r = 5, r'= 10 , AB = G6, 
OO' = 421. 

Cho một hình nón ®#V sinh bởi một tam giác đều cạnh ø khi quay quanh 
một đường cao của tam giác đó. 

a) Một mặt cầu có diện tích bằng diện tích toàn phần của hình nón Ÿ\ thì 
có bán kính bằng bao nhiêu ? 

b) Một khối cầu có thể tích bằng thể tích của khối nón ?®V thì có bán kính 
bằng bao nhiêu ? 

Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = c, AC = b. Gọi VỊ, V¿ạ, V¿ là thể tích 


của các khối tròn xoay sinh bởi tam giác đó (kể cả các điểm trong) khi lần 
lượt quay quanh A4, AC, 5C. 


a) Tính Vị, Vạ, Vx theo 5, c. 


b) Chứng minh rằng _ = : + : 
l, VỤ. cÉo 


Một hình thang cân ABŒD có các cạnh đáy AB = 2a, DC = 4a, cạnh bên 
AD = BC = 3a. Hãy tính thể tích và diện tích toàn phần của khối tròn xoay 
sinh bởi hình thang đó khi quay quanh trục đối xứng của nó. 


IV - Câu hồi trắc nghiệm 


1. 


Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) Mọi hình hộp đều có mặt cầu ngoại tiếp ; 


(B) Mọi hình hộp đứng đều có mặt cầu ngoại tiếp ; 
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(C Mọi hình hộp có một mặt bên vuông góc với đáy đều có mặt cầu ngoại tiếp ; 
(D) Mọi hình hộp chữ nhật đều có mặt cầu ngoại tiếp. 
2. Trong số các hình hộp nội tiếp một mặt cầu bán kính # thì 
(A) Hình hộp có đáy là hình vuông có thể tích lớn nhất ; 
(B) Hình lập phương có thể tích lớn nhất ; 


(C) Hình hộp có các kích thước tạo thành cấp số cộng công sai khác 0 có 
thể tích lớn nhất ; 


(D) Hình hộp có các kích thước tạo thành cấp số nhân công bội khác l có 
thể tích lớn nhất. 
3. Một hình cầu có thể tích m" ngoại tiếp một hình lập phương. Thể tích của 
khối lập phương đó là 
§V3. 
9 k¿ 


4. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


(A) (®) si (C)1: (D) 2/3. 


(A) Hình chóp có đáy là tứ giác thì có mặt cầu ngoại tiếp ; 
(B) Hình chóp có đáy là hình thang vuông thì có mặt cầu ngoại tiếp ; 
(C© Hình chóp có đáy là hình bình hành thì có mặt cầu ngoại tiếp ; 
(D) Hình chóp có đáy là hình thang cân thì có mặt cầu ngoại tiếp. 
5. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng z. Tập hợp các điểm Mí sao cho 
MA + MBỸ + MC” + MDỸ =2aŸ là 
a2 


(A) Mặt cầu có tâm là trọng tâm của tam giác ABC và bán kính bằng . ; 


ax2 


(B) Mặt cầu có tâm là trọng tâm của tứ diện và bán kính bằng KP : 


a2 


(C©) Mặt cầu có tâm là trọng tâm của tứ diện và bán kính bằng : 


2 
ax2 


(D) Đường tròn có tâm là trọng tâm của tam giác ABC và bán kính bằng P: 
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6. Mặt cầu tiếp xúc với các cạnh của tứ diện đều ABCD cạnh z có bán kính là 


(A) HT () An (C a2; (D) 2ax42. 


7. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


(A) Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn nằm trong hai mặt 
phẳng cắt nhau ; 


(B) Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn nằm trong hai mặt 
phẳng song song ; 


(C Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn cắt nhau ; 
(D) Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn cắt nhau tại hai điểm 
phân biệt và không cùng nằm trong một mặt phẳng. 

§. Cho hai điểm A, B phân biệt. Tập hợp các điểm # sao cho diện tích tam 
giác MAB không đổi là 


(A) Hai đường thẳng song song ; 
(B) Một mặt cầu ; 
(©) Một mặt trụ ; 
(D) Một mặt nón. 

9. Cho hai điểm phân biệt A, 8 cố định. Một đường thẳng / thay đổi luôn đi 
qua A và cách 8 một khoảng _ . Gọi H là hình chiếu của Ö trên /. Tập hợp 
các điểm H là 
(A) Một mặt phẳng ; (B) Một mặt trụ ; 

(C©) Một mặt nón ; (D) Một đường tròn. 

10. Với điểm Ó cố định thuộc mặt phẳng (P) cho trước, xét đường thẳng / 
thay đổi đi qua Ó và tạo với (P) góc 30”. Tập hợp các đường thẳng / trong 
không gian là 
(A) Một mặt phẳng ; (B) Hai đường thẳng ; 

(©) Một mặt trụ ; (D) Một mặt nón. 
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11. Một hình trụ có bán kính đáy bằng z, đường cao OO'=ax3. Một đoạn 


thẳng AB thay đổi sao cho góc giữa AB và trục hình trụ bằng 30, A, B 
thuộc hai đường tròn đáy của hình trụ. Tập hợp các trung điểm 7 của AB là 


(A) Một mặt trụ ; 
(B) Một mặt cầu ; 
(©) Một đường tròn. 
(D) Một mặt phẳng. 
12. Trong mặt phẳng (P) cho góc xŒy. Một mặt phẳng (Ó) thay đổi và 
vuông góc với đường phân giác trong của góc xŒy, cắt Óx,Óy tại A, B. 
Trong (@) lấy điểm M sao cho AM =90°. Khi ấy, tập hợp các điểm /M là 


(A) Một đường tròn ; (B) Một mặt trụ ; 
(C) Một mặt nón ; (D) Một mặt cầu. 

13. Cho hình lập phương ABCD.ABŒC ?D' có cạnh bằng z. Diện tích xung 
quanh của hình nón tròn xoay sinh bởi đường gấp khúc AC”A“ khi quay 
quanh AA” bằng 


(A) ma A6 : (B) nzˆV3 : 


(C ma 42 ; (D) xz 45. 

14. Cho hình nón có bán kính đáy bằng a. Một dây cung thay đổi của đường 
tròn đáy có độ dài không đổi bằng z. Tập hợp các trung điểm của đoạn 
thẳng nối đỉnh hình nón với trung điểm của dây cung đó là 
(A) Một mặt nón cố định ; 

(B) Một mặt phẳng cố định ; 
(C) Một mặt trụ cố định ; 
(D) Một đường tròn cố định. 

15. Cho hình trụ có bán kính đáy R, đường cao ÓÓ”. Cát hình trụ đó bằng mặt 
phẳng (ø) tuỳ ý vuông góc với đáy và cách điểm Ó một khoảng ? cho trước 
(h< R). Khi ấy, mp(ø) có tính chất : 

(A) Luôn tiếp xúc với một mặt trụ cố định ; 


(B) Luôn cách một mặt phẳng cho trước qua trục hình trụ một khoảng ? ; 
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(C) Cắt hình trụ theo thiết diện là hình vuông ; 
(D) Cả ba tính chất trên đều sai. 


16. Một khối trụ có bán kính đáy x3, chiều cao 2/3. Thể tích của khối cầu 
ngoại tiếp khối trụ là 


(A) 8\6ma) : (B) 6\6nả' ; (C) s Vöna” : (D) 4v3maŸ. 


17. Cho hình nón có đường sinh bằng đường kính đáy và bằng 2. Bán kính mặt 
cầu ngoại tiếp hình nón đó là 


CÀ T'5.2 (B) 243 ; (C) : : (D) 


18. Cho hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh z khi quay quanh một đường 
cao. Một mặt cầu có diện tích bằng diện tích toàn phần của hình nón thì có 
bán kính là 


SE đc, An bà, 


(A) —— (B) (C) §D) ng 


19. Cho một hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh z khi quay vàn một 
đường cao. Một khối cầu có thể tích bằng thể tích của khối nón thì có bán 
kính bằng 

3 3 3 3 
aÄ|2x3 aÄŸ/3 aÄŸ|2x3 aÄ|2x/3 
C9 NNGG BS VÓ) 0 CC G: 
4 S S 6 

20. Một hình nón có đường sinh bằng zø và góc ở đỉnh bằng 90°. Cất hình nón 
bằng mặt phẳng (ø) đi qua đỉnh sao cho góc giữa (œ) và mặt đáy hình nón 
bằng 60°. Khi đó diện tích thiết diện là 

2 đi 3; 2 2 

3 » 


(B) vn › (©) Eˆ › (D) 2“ , 


21. Cho hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng z, cạnh bên tạo với mặt đáy 


(A) 


góc 60°. Diện tích toàn phần của hình nón ngoại tiếp hình chóp là 


3ma7 : (®) SP : (C) =. : (Ð) 


(A) 


G7 


22. Cho mặt cầu bán kính # và một hình trụ có bán kính đáy # và chiều cao 
2R. Tỉ số thể tích khối cầu và khối trụ là 


) 3 l 
(A) s (B) nã (O2; (D) P 
23. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng ®, chiều cao cũng bằng #. Một hình 
vuông ABC?D có hai cạnh AB và CD lần lượt là các dây cung của hai đường 
tròn đáy, mp(4B8CD) không vuông góc với mặt phẳng đáy của hình trụ. 
Diện tích hình vuông đó là 


Rˆ R?42 
_ (B) 5RỬ; (5⁄2, (msR2J2, 
2 2 
24. Một khối hộp chữ nhật nội tiếp trong một khối trụ. Ba kích thước của khối 
hộp chữ nhật là a, b, c. Thể tích của khối trụ là 


(A) 


(A) -na? +ð?Ìc; 


(D) ~n(a? +ð?]e hoặc _n(Đ +c?}a hoặc TÍc +a?Ìb, 
4 4 4 
25. Một khối tứ diện đều có cạnh z nội tiếp một khối nón. Thể tích khối nón là 


V3 2 V6 na: (C) Sàn: (D) Xmn, 


A) —1a'; B) — r1 ; 
tÀ ? 


26. Cho hình nón đỉnh S, đáy là hình tròn tâm Ó, góc ở đỉnh bằng 120”. Trên 
đường tròn đáy, lấy một điểm A cố định và điểm Mí di động. Có bao nhiêu 
vị trí của #⁄ để diện tích tam giác SAM đạt giá trị lớn nhất ? 


(A) Có I vị trí ; (B) Có 2 vị trí ; 


(O Có 3 vị trí ; (D) Có vô số vị trí. 


68 


PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 


Ở lớp 10, chúng ta đã làm quen với phương pháp toạ độ trên 
mặt phẳng. Trong chương này, ta sẽ nói đến phương pháp toạ 
độ trong không gian. 

Học xong chương này, học sinh cần : 

- Hiểu và nắm vững định nghĩa về toạ độ của điểm và của 
vectơ trong một hệ trục toạ độ. 

- Nhớ và vận dụng được biếu thức toạ độ của các phép tính 
trên các vectơ, các công thức và cách tính các đại lượng hình 
học bằng toạ độ. 

- Nhận dạng các phương trình đường thẳng, mặt phẳng, mặt 
cầu trong một hệ toạ độ cho trước và viết được phương trình 
của chúng khi biết một số điều kiện cho trước. 
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HỆ TOA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 


1. Hệ trục toạ độ trong không gian 


Trong hình học phẳng, ta đã biết hệ trục toạ 
độ trên mặt phẳng. Hệ đó thường được kí 
hiệu là Óxy hoặc (Ó ; Ỉ, j). Bây giờ ta thiết 
lập hệ trục toạ độ trong không gian. 

Trong không gian, xét ba trục toạ độ Óx, 
Oy, ÓOz có chung điểm gốc Ó và đôi một 
vuông góc với nhau (h.56). 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Hệ gồm ba trục Ox, Oy, Oz đôi một vuông góc được gọi là 
hệ trục toạ độ vuông góc trong không gian. 

Thuật ngữ và kí hiệu 

Hệ trục toạ độ trong định nghĩa trên còn được gọi đơn giản là hệ foa độ 

trong không gian, và kí hiệu là Oxyz. Ta thường gọi các vectơ đơn vị trên các 

trục Ox, Óy, Øz lần lượt là ỉ, j, É và còn kí hiệu hệ trục toạ độ là (Ø ;Ỷ, j, #). 

Điểm Ó gọi là gốc của hệ toạ độ, hoặc đơn giản là gốc foạ độ, Óx gọi là 

trục hoành, Óy gọi là trục tung, ÖØz gọi là trục cao. 

Các mặt phẳng đi qua hai trong ba trục toạ độ gọi là các mặt phẳng toạ độ, 

ta kí hiệu chúng là mp(Óxy), mp(Óyz) và mp(Óxz), hoặc đơn giản hơn là 

(Óxy), (y2), (0x2). 

Khi không gian đã có một hệ toạ độ Óxyz thì nó được gọi là không gian toa độ 

Oxyz hoặc đơn giản là không gian Oxyz. 

Ta cần chú ý tới các đẳng thức sau đây : 


Ÿ.j =j.k=kEKi=0. 


Tại sao ta có các đẳng thức trên ? 
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2. Toạ độ của vectơ 
Trong không gian toạ độ ðxyz với các vectơ đơn vị /, 7, & trên các trục, 
cho một vectơ 7. Khi đó có bộ ba số duy nhất (x; y; z) sao cho ở = xỶ + yj + zẺ. 


Bộ ba số đó cũng được gọi là foạ độ của vectơ w đối với hệ toạ độ Oxyz và 
kí hiệu # = (x; y; z) hoặc (x; y; z). Vậy : 


Hiển nhiên theo định nghĩa và kí hiệu trên, ta có 
¿=(;0;0); j=(0;1;0) ; £= (0;0; 1). 


I22] Tại sao nếu vectØ w có toạ độ (x; y ; z) đối với hệ toạ độ (O: 


SH! ý SHJ 8 =HÍ + 


Ví dụ 1. Trong không gian toạ độ (o tổ, j t , gọi l, J, K là các điểm sao 


cho Ì = Ol, j = O2, k=OK. Gọi M là trung điểm của JK, G là trọng tâm 
tam giác lLJK. 

a) Xác định toa độ của vectơ OM. 
b) Xác định toa độ của vectơ MG. 
Giải (h.57) 

a) Ta có 


(07 +ØK)= 0+ 27+ 2E, 


OM = 2 


Hình 57 


b) Ta có 


MG =06- OM = 3|OÌ + 0Ï + OK)~ 2(07 + OÌ 


7] 


Từ định nghĩa về toạ độ của vectơ, ta dễ dàng suy ra các tính chất sau đây : 


Cho các vectơ  = (XI; Vị: Z4), Mạ =(X¿; y2: Z2) và số k tuỳ ý, 
la CÓ : 


l) Mạ =My <> XI=*a, ÿỊ = Y2, Z1 =Za 


3) km =(Kxi; Kyn; kz) 


4) Mị.Hạ = XịXa + VIY2 +Z4Z2 


— —2 
5) ln|=A|m = Ai tị HT 
XI#2 +yIY¿ +Z4Z2 
\x?+y? +zỆ .vJx) +y) +22 
với ị #0, w #0 


6) cos( tạ) = 


2) HH L hạ <S IHỊ.H2 =0<€©xix¿ + YỊ}2 +Z1Z2 =0. 


3. Toạ độ của điểm 


Trong không gian toạ độ Oxyz, mỗi 
điểm ⁄ được hoàn toàn xác định bởi 
vectơ @Mí (h.5§). Bởi vậy, nếu (x; y; z) 
là toạ độ của OM thì ta cũng nói (X; y; Z) 
là ứoạ độ của điểm M và kí hiệu là 
M =(x;y; z) hoặc M(x; y; 2). 


Như vậy : 


ĐT 


M=(:y;z)© OM =xi+yj+zk. Hình 58 


Nếu điểm M có toạ độ (x ; y ; z) thì số x gọi là hoành độ, số y gọi là fung 
độ và số z gọi là cao độ của điểm M. 


|?3i Cho hệ toạ độ Oxyz và điểm M{x Hà Ÿ}. Tại sao có các khẳng định sau ? 


tqv) 


a)M=@<x=y=z=(Q. 
b) M e (Oxy) ©z =0, tức là M = (x; y; 0). 
M < (Oyz) © x =0, tức là M = (0; y; z). 
M < (Oxz)<= y=(0, tức là M = (x; 0; z). 
K2 


|?4i Với điều kiện nào của x, y, z thì điểm M(v; y ; z) nằm trên một trục toạ độ ? 


1 
lại Trên hình 59 có một hệ trục toạ độ Øxyz cùng với các hình vuông có cạnh bằng 
đơn vị. 


Hình 59 
a) Xác định toạ độ của các điểm A, B, C, D, E. 
b) Dựng điểm P nếu P = (3 ; 6 ; -3). 
4. Liên hệ giữa toạ độ của vectơ và toạ độ của hai điểm mút 
Cho hai điểm A(xx: y4: z4) và B(xpg: yg:zp). Theo định nghĩa, ta có 
OÄ = (Y4: 41ZA) và OB = (xp: yp: zg). Ta lại biết rằng AB = OB -OA. 


Từ đó ta suy ra toạ độ của vectơ 4Ø và độ dài của nó : 


2) AB=+|(xg ~x¿) +(3g v4} +(zg z4} 


2 
R Trong không gian toạ độ Oxyz cho bốn điểm không đồng phẳng A(x„; y„; z4). 
BŒxp; ypg;:Zp). CŒ%œ; yc:Zc). DŒp: Yp: Zp}- 


a) Tìm toạ độ của trung điểm đoạn thẳng AB. 
b) Tìm toạ độ của trọng tâm tam giác ABC. 
c) Tìm toạ độ của trọng tâm tứ diện ABCD. 
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Ví dụ 2. Trong không gian toạ độ Oxyz, cho bốn điểm A(Š ; 3; —l), 
B(2;3;—4),C(;2;0),D(@; 1; —-2). 
1. Chứng mình rằng : 
a) Bốn điểm A, B, C, D không đồng phẳng ; 
b) Tứ diện ABCD có các cạnh đối vuông góc với nhau ; 
c) Hình chóp D.ABC là hình chóp đều. 
2. Tìm toa độ chân đường cao H của hình chóp D.ABC. 
Giải 
1. a) Ta phải chứng minh ba vectơ ĐA =(2; 2; 1), DB =(—1:2: -2) và 
DC = (—2 ; 1; 2) không đồng phẳng. Rõ ràng hai vectơ DB và DƠ không 
cùng phương nên nếu ba vectơ DA, DB, DC đồng phẳng thì phải có các 
số mè và n sao cho 
—m — 2n = 2 
mDB + nDC = DẠ hay 42m +n = 2 
—2m + 2n = Ì. 


Dễ thấy hệ phương trình trên vô nghiệm, suy ra ba vectơ ấy không đồng phẳng. 
b) Ta có DÄ =(2;2; 1) và BC =(—1;—1; 4). 
Vậy DA.BC = —~2— 2+4 =0. Suy ra DA L BC. 
Làm tương tự ta cũng có DB L AC và DC L AB. 


cì DA=A27+22+12 =3; 
ĐB=vCGD2+22 €2” =3: 
TC S2) 4412 <3 


Tương tự, ta cũng có AB = BC = CA = 342. Vậy D.ABC là hình chóp đều. 
2. Vì D.ABC là hình chóp đều nên 7 trùng với trọng tâm tam giác ABC hay 


OH = n + ÓB + Ó€). Từ đó suy ra 


5. Tích có hướng của hai vectơ 


Ta đã biết về tích vô hướng của hai vectơ. Ta cần nhớ rằng tích đó là một 
số và có thể tính được dễ dàng nếu biết toạ độ của hai vectơ. 


Sau đây ta sẽ nói về fích có hướng của hai vectơ. 


Khác với tích vô hướng, tích có hướng không phải là một số mà là một 
vectơ, bởi vậy tích có hướng còn được gọi là fích vectơ. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Tích có hướng (hay tích vectơ) của hai vectơ (4; Ð; c) và 
Y(4';b'`; e`) là một vectơ, kí hiệu là [ï. 7] (hoặc IV), được 


xác định bằng toạ độ như sau : 
là l : 

|⁄, 7]= : 
p' lộ 


Ví dụ 3. Cho  =(1;0; —l) và ÿ =(2; 1; l) fhì ta có : 


l¿ Ú' cĩ L0 Tả 
HN: cà 
R. 


SÓNG | 
Đối với hệ toạ độ (0:7./.*) , hãy chứng tỏ các công thức sau đây đúng : 


[.7]=k:|7.#|=ï:LE7]=7. 


Tính chất của tích có hướng 


a b 
a# b 


cCq 


' k¿ 


ca 


=(bc°—b(c; ca —ca; abˆ—ab). 


l1 1 
I1 2 


k 


» 


=<Ị 


Lổ 


Các tính chất sau đây của tích có hướng thường được áp dụng khi giải một 
số bài toán hình học : 


1. VecftZ |7. Mộ Ỉ vuông góc với cả hai vectơ li và ÿ, tức là 


[ø. z].z =[ñ. v].? =0. 


2. J[n, #]|=lãiÏ.l5Ï.sindi, 9). 


3: [ứ. 1] =0 khi và chỉ khi hai vectơ ii và 9 cùng phương. 
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Chứng mình 
1. Giả sử #=(a;b;c) và Vy =(4';b';c'). Từ định nghĩa của tích có 
hướng ta có 
lã vỊ = (bc— b'c;ca—c'a;ab— a'b). 
Suy ra 
|ï. Hã . = (be '— b'c)a + (ca — c`a)b + (ab'— a'b)c 
= bc`qa — b`ca + ca`b — c`ab + ab`c — g'bc =0. 


Tương tự ta cũng có [#, ÿ|.ÿ = 0. 


2. Nếu một trong hai vectơ # và # là vectơ 0 thì tính chất 2 là hiển nhiên. 


Bây giờ ta xét trường hợp cả hai vectơ đó đều khác 0. Khi đó, vì 
`. WYP - 
cos(#, Ÿ) = ———; nên 
li. ly 


> 


lử|.|?|sin(#, ở) = | 


Xl— cos” (, y) 


y 


= (¿2 +bˆ+ c2)(a2+ b^+ c2) — (aa'+ bb'+ cc)“ 


Ni b'e)ˆ +(ca'~e'a)” +(ab'— a'b)ˆ = |. #]. 


3. Tính chất này được suy ra trực tiếp từ tính chất2. M 
Œ@” CHÚÝ 


Ta vẽ các vectơ ÓA = ii ; ÓB = ÿ. L[m,v | 
Nếu hai vectơ và ÿ không cùng 
phương (h.60), ta gọi Š là diện tích 
hình bình hành có hai cạnh là ÓA 


và ÓB, khi đó ¬- 
lii.ly|.sin (7, ÿ) = OA.OB.sin AOB 
=Ñ. li 
Vậy độ dài của vectơ [z, | bằng số na 
đo diện tích hình bình hành nói trên. Hình 60 


Úng dụng của tích có hướng 
a) Tính diện tích hình bình hành 
Nếu ABCD là hình bình hành thì theo chú ý trên, ta có 8 = 48, AD ||. 
b) Tính thể tích khối hộp 

Nếu ABCD.AB€C D' là hình hộp với 
điện tích đáy ABCD là S, chiều cao là 
h = AH, ọ là góc hợp bởi hai vectơ 
AA' và |AB, AD] (h.61) thì thể tích 
của hình hộp đó là 


V=s.h = AB, Ap ||.AH 


= [^s, Ap]|. lAA†. |eosgl. 


mm... Hình ó1 

Vậy V= [AB,AD]. AAl, 

4 

Hãy chứng tỏ rằng ba vectơ i, , w đồng phẳng khi và chỉ khi [ở, # |.w = 0. 


Như vậy, chúng ta nên nhớ một số tính chất liên quan đến tích vô hướng và 
tích có hướng sau đây 


Ví dụ 4. Trong không gian toạ độ Oxyz, cho bốn điểm A(0; 1; 1),B(—1;0; 2), 
C(I1;1;0)và D(2; 1; -—2). 

a) Chứng mình rằng bốn điểm đó không đồng phẳng. 

b) Tính độ dài đường cao của tam giác ABC kẻ từ đỉnh A và bán kính 
đường tròn nội tiếp tam giác đó. 

©) Tính góc CBD và góc giữa hai đường thẳng AB và CD. 

4) Tính thể tích tí diện ABCD và độ dài đường cao của tứ diện kể từ đỉnh D. 

Giải 

a) Bốn điểm A, B, C, D không đồng phẳng khi và chỉ khi ba vectơ BẢ, 
BC , BD không đồng phẳng hay | BẢ. BC |.BD z 0. 


T7 
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Ta có BA =(1:1;-—1), BC =(0:1;-2), BD =(3:1: -4). Suy ra : 


=lI IỊ |I 1 
È Ìzci:2:b 


-2 0| ` |0 1 


F—= 1 1 -—Il 
BA, BC|= : 
` E 1 -—2 


[ BẢ, Bể |. BD = (—1).3+2.1+1.4) = —5 #0. 
Vậy bốn điểm đã cho không đồng phẳng. 
b) Ta có 


ŠABC = 2[B4. 5c | Bẻ Ì| = ¬ DĐ? +2? +1? _= 
Nếu gọi AH là đường cao của tam giác ABC thì 
AH= 2ZSABC _ m- = võ. 
BC  Vjg?+12+(2y) V5 


Nếu gọi z là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC và 2p là chu vi của 


tam giác đó thì Supgc = p.r. Dễ dàng tính được 
2p =AB + BC + CA = 13+ 145 +2 


: ⁄ — 5ABC _ v6 
nên fa cÓ 
1... xố 
BC.BD 9 


c) cosCBD = cos( BC, BD) = 


Ipcilpp]- v30. 


Nếu gọi ø là góc giữa hai đường thẳng AB và CD thì 
COSØ = leos(A8, Cp)| = - 
laÌ.|CP] 
d) Ta dễ thấy thể tích khối tứ diện ABCD bằng tạ, thể tích khối hộp có ba 
cạnh là BA, 5C, BD. Như vậy : 
VAgcp = - [8Á. BC |. BD)| = 


Nếu gọi DK là đường cao của tứ diện kẻ từ Ð thì 


6. Phương trình mặt cầu 
Trong không gian toạ độ Ó2xyz cho mặt 
cầu S(1; R) có tâm lọ; yg; Zạ) Và 
bán kính # (h.62). 
Điểm M(z ; y ; z) thuộc mặt cầu đó khi 
và chỉ khi /M = R hay IMỸ” = RỂ, nghĩa là 


(x— xg)” + (yT— yg)}” + (6 — zgŸ” = RẺ. 


Phương trình trên được gọi là phương Hình 62 

trình của mặt cầu S(I ; R). 

Như vậy, nếu biết toạ độ của tâm và biết bán kính mặt cầu thì ta có thể dễ 
đàng viết được phương trình của mặt cầu đó. 


Mặt cầu tâm I(xọ : vọ : zọ), bán kính R có phương trình 


È=#o) +0) +Œ—zq}” =Rˆ. 


5 

Hãy viết phương trình mặt cầu có đường kính A142 với 
Án = (đỊ ' bị R CcỊ) và A2 = (42 h ba h c2) 

theo hai cách sau : 

— Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của mặt cầu. 


- Nhận xét rằng điểm M nằm trên mặt cầu khi và chỉ khi AM. AsM = 0. 


6 
R Viết phương trình mặt cầu đi qua bốn điểm A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), C(0; 1; 0), D(0; 0; 1). 
Nhận xét. Nếu ta khai triển phương trình mặt cầu S(7 ; ) và viết dưới dạng 
ƒữ, y, z) = 0 thì dễ thấy rằng 737?) là đa thức bậc hai đối với x, y, z, có 
các hệ số của x”, y”, zˆ đều bằng 1 và không có các hạng tử chứa xy, yz, zx. 
Bây giờ ta xét vấn đề ngược lại : Phương trình dạng 
xÖ+y +z7+ 2ax + 2by + 2cz + d=0 (1) 


có phải là phương trình mặt cầu trong không gian toạ độ Oxyz cho trước 
hay không ? 
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S0 


Phương trình (1) có thể viết như sau : 

x+a)"+(@+b)"+Œ+c)=a +bˆ+c7-d. (2) 
Gọi 7 là điểm có toạ độ (T—z ; —b ; —c) và M là điểm có toạ độ (x ; y ; z) thì vế 
trái của (2) chính là IM”. Bởi vậy ta dễ dàng suy ra : 
Nếu a” + bŸ+ c?— d>0 thì JM = va” +bˆ +c7—d. Vậy (1) là phương 


trình của mặt cầu có tâm /(—z ; —b ; —c) và có bán kính 


R=\z? +bˆ+c7-=d. 
Nếu a“+ b “+ cˆ— d=0 thì IM = 0 và phương trình (1) xác định điểm 7 duy nhất. 
Nếu ¿” + b” + c”— đ< 0 thì không có điểm #⁄ nào có toạ độ thoả mãn (1). 
Vậy : 
Phương trình xÃ+ y +z7+ 2ax + 2by + 2cz + d= 0 là phương 
trình của mặt cầu khi và chỉ khi a“+b °+c >d. Khi đó tâm 
mặt cầu là điểm lI(—a ; —b ; —c) và bán kính mặt cầu là 


R=z2+b?2+c?-4. 


ĩ 


Mỗi phương trình sau đây có phải là phương trình mặt cầu hay không ? Nếu phải thì 
hãy xác định tâm và tính bán kính mặt cầu đó. 


a)x2+y2—z2+2x-y+1=0; b) 3x” + 3y” +3z7—2x=0; 
c) 2x?+2y °=(@x+y)Ÿ >=; #7 <1 d) (x+y)“=2xy —Z+1. 


Câu hỏi vò bởi tập 
Từ nay trở ải, các bài tập liên quan đến toạ độ đều được xét trong không 
gian toạ độ QOXYz. 


Cho các vectơ : 


u=Ï-2j; v=3Í+5(j ST}; w=2Ï~—Ê +3j. 


a) Tìm toạ độ của các vectơ đó. 


b) Tìm côsin của các góc b, ì). b. ) và (, ). 


> > > > > 


c) Tính các tích vô hướng H.V, H..VĐ, V.W. 
Cho vectơ z tuỳ ý khác 0. Chứng minh rằng : 


cos” u, j + cos” u, j + cos” [u, \) =. 


19. 


11. 


Tìm góc giữa hai vectơ H VÀ trong mỗi trường hợp sau : 
3) =(1;1;1);v=(;1;-0); 
b)=3/+4j;v=-2j+3E. 


" = — „ By z => _ =. ` 27m 3 
Biết lui =5 ` = 5, góc giữa hai vectơ # và y băng E Tìm & để vectơ 


P = ku + 17T vuông góc Với vectơ 4 = 3w —y. 
Cho điểm M(a ; b; c). 


a) Tìm toạ độ hình chiếu (vuông góc) của Ä⁄ trên các mặt phẳng toạ độ và 
trên các trục toạ độ. 


b) Tìm khoảng cách từ điểm ⁄ đến các mặt phẳng toạ độ, đến các trục toạ độ. 
c) Tìm toạ độ của các điểm đối xứng với #⁄ qua các mặt phẳng toạ độ. 

Cho hai điểm A(x\ ; y¡ ; z¡) và BŒ; ; y› ; z2). Tìm toạ độ điểm M chia đoạn 
thẳng A9 theo tỉ số È (tức là MA = kMB), trong đó È # l. 

Cho hình bình hành ABŒCD với A(-3 ; -2 ; 0), 8 ; -3 ; 1), C ; 0; 2). 
Tìm toạ độ đỉnh 7Ð và tính góc giữa hai vectơ AC và BD. 

a) Tìm toạ độ điểm M thuộc trục Óx sao cho Ä⁄ cách đều hai điểm A(1 ; 2 ; 3) 
và B(-3 ; —3 ; 2). 

b) Cho ba điểm A(2 ; 0; 4), B(4; J3 ; 5) và C(sin5/ ; cos3/ ; sin 3). Tìm / 
để AB vuông góc với ÓC (O là gốc toạ độ). 

Xét sự đồng phẳng của ba vectơ H, V VÀ w trong mỗi trường hợp sau : 

3) w(4;3; 4), v(2;—1; 2), w(;2; D); 

b) z(1;—1; 1), v(0;1;2), w(4;2;3); 

c) w(4;2;5), v3; 1;3), w(2;0; 1). 

Cho ba điểm A(1 ;0; 0), ð(0;0; 1),C(2;1; 1). 

a) Chứng minh A, B, C không thẳng hàng. 

b) Tính chu vi và diện tích tam giác ABC. 

c) Tính độ dài đường cao của tam giác ABC kẻ từ đỉnh A. 

d) Tính các góc của tam giác ABC. 

Cho bốn điểm A(I1 ; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0;0; 1) và D(2; 1; -2). 

a) Chứng minh rằng A, B, Œ, D là bốn đỉnh của một hình tứ điện. 


6l 


12. 


13. 


14. 


1. Phương trình mặt phẳng 
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b) Tính góc giữa các đường thẳng chứa các cạnh đối của tứ diện đó. 
c) Tính thể tích tứ diện ABC?D và độ dài đường cao của tứ diện kẻ từ đỉnh A. 
Cho hình chóp S.ABC có đường cao §A = Ùh, đáy là tam giác ABC vuông 
tại C, AC = b, BC = a. Gọi M là trung điểm của AC và N là điểm sao cho 
SN =}58. 

3 
a) Tính độ dài đoạn thẳng MN. 
b) Tìm sự liên hệ giữa z, b, h để MN vuông góc với SB. 
Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của mỗi mặt cầu sau đây : 
a)x +y “+z7-8Ñx+2y+1=0; 
b) 3x” + 3y” + 3z” + 6x— 3y + 15z—2=0; 
c) 9x” + 9y“ + 9zˆ— 6x + 18y+1 =0. 
Trong mỗi trường hợp sau, hãy viết phương trình mặt cầu : 
a) Đi qua ba điểm A(0 ; 8 ; 0), B(4 ; 6 ; 2), C(Ó ; 12 ; 4) và có tâm nằm trên 
mp(QYz) ; 
b) Có bán kính bằng 2, tiếp xúc với mặt phẳng (Óyz) và có tâm nằm trên tia Óx ; 
c) Có tâm /(I ; 2 ; 3) và tiếp xúc với mp(Óyz). 


PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 


Vectơ n#0Ú gọi là vectơ pháp tuyến 
của mặt phẳng (ø) nếu giá của ø 
vuông góc với mặt phẳng (2). 

Rõ ràng nếu ø là vectơ pháp tuyến của 
mp(ø) thì kø (k#0) cũng là vectơ 


pháp tuyến của mp(2). 


Hình 63 


Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng (2) đi qua điểm A⁄¿(xạ; yọ;Zạ) và 
có vectơ pháp tuyến n(A ; B ; C). Chú ý rằng vì nz0_ nên 
A?+Bˆ+C7 >0. Khi đó, điều kiện cần và đủ để điểm Mx : y ; z) thuộc 
(z) là n.MạM = 0 (h.63), hay 


AŒ —xp) + BỢ - yạ) + CŒ —zạ) = Ö. (1) 


hán xét. Nếu ta đặt D = —(Axg + Byạ + Czạ) thì phương trình (1) trở thành : 


Ax+By+Cz+D=0, trong đó Aˆ+B +C?>0.|  (@) 


Phương trình (2) gọi là phương trình tổng quát của mặt phẳng (Ø) hay nói 
gọn là phương trình mp(0). 

Như vậy, ta dễ dàng viết được phương trình mặt phẳng nếu biết toạ độ của 
một điểm thuộc nó và toạ độ một vectơ pháp tuyến của nó. 

Ví dụ 1. Viết phương trình mặt phẳng (œ) đi qua ba điển M(O ; 1; 1), 
Ñ(1;—2; 0) và P(1; 0; 2). 

Giải. Ta có MN =(1:-3:—1) và MP =(1:-1;1). Từ đó ta tính được 


n= | MN, MP] =(-4;—2; 2). Vectơ n0 vuông góc với cả hai vectơ 


MN, MP nên n là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ø). Như vậy, (2) 
là mặt phẳng đi qua điểm M và có vectơ pháp tuyến ñ nên có phương trình 
4(x - 0) — 2(y — 1) + 2(z — 1)=0hay 2x+y_-z=0. M 


1 
Trong không gian Øxyz, cho hai điểm A(1; —2 ; 3) và  8(—5;0; 1). Hãy viết phương 
trình mặt phẳng trung trực (P) của đoạn thẳng AB. 


Như vậy, mỗi mặt phẳng đều có phương trình dạng (2). Định lí sau đây 
khẳng định điều ngược lại. 


ĐỊNH LÍ 


Trong không gian Oxyz, môi phương trình 
Ax+ By+Cz+D=0 với A“+ B”+ CŸ > 0 


đêu là phương trình của một mặt phẳng xác định. 
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R 


2 (để chứng minh định lí). 
Lấy một nghiệm (*o ; yọ ; zạ) nào đó của phương trình (2), tức là 

A*g + Byọạ + Czo+ D=0. 
Gọi (P) là mặt phẳng đi qua điểm Mg(xọ : vọ : zạ) và có vectơ pháp tuyến là 
n(A:B;€). Hãy viết phương trình của (P) để thấy rằng nó tương đương với 
phương trình (2). 


2. Các trường hợp riêng 


R 


S4 


Chúng ta hãy xét một số trường hợp riêng của phương trình mặt phẳng và 
nói rõ trong mỗi trường hợp đó, mặt phẳng có đặc điểm gì. 


3 

Trong không gian Oxyz, xét mặt phẳng (ø) có phương trình : 
Ax+By+Cz+D=0. 

Hãy giải thích vì sao ta có các khẳng định sau đây : 

a) Mặt phẳng (z) đi qua gốc toạ độ Ó khi và chỉ khi D = 0. 

b) Mặt phẳng (ø) song song (hoặc chứa) trục toạ độ Óx khi và chỉ khi A = 0. 

Hãy phát biểu kết luận tương tự cho trường hợp Ö = 0 và trường hợp C = 0. 

c) Mặt phẳng (z) song song hoặc trùng với mặt phẳng (Oxy) khi và chỉ khi 

A=bB=0. 

Hãy phát biểu kết luận tương tự cho trường hợp Ö = C = 0 và trường hợp € = A =0. 


Sau đây ta xét trường hợp mặt phẳng có phương trình 
Ax+ By+Cz +D =0 với các hệ số A, B, C, D đều khác 0. 


Khi đó bằng cách đặt a = = b= = c= ra đưa phương trình trên 
về dạng 
“ é vf 6 (3) 
Ậ ` 3É 


Rõ ràng mặt phẳng có phương trình (3) cắt các trục Óx, Óy, Óz lần lượt tại 
các điểm M(a ; 0; 0), N(O0; b; 0) và P(0; 0; c). Độ dài đại số của các 
vectơ OM, ÓN, OP trên các trục toạ độ chứa chúng lần lượt là OM = a : 
ÓN =b; OP =c. Bởi vậy phương trình (3) được gọi là phương trình mặt 
phẳng theo đoạn chắn. 


Ví dụ 2. Trong không gian Oxyz, cho điểm M = (30; 15; 6). 
a) Hãy viết phương trình mặt phẳng (ø) đi qua các hình chiếu của M trên 
các trục toạ độ. 
b) Tìm toạ độ hình chiếu H của điểm O trên mp(). 
Giải 
a) Các hình chiếu của M trên các trục toạ độ là các điểm (30 ; 0; 0), (0; 15; 0) 
và (0 ; 0 ; 6). Phương trình mp(2) đi qua ba điểm đó là 

-—=+-—+~ =1 hayx+2y+5z — 30 = 0. 

30 1S 6 
b) Điểm nằm trên mặt phẳng (2) và vectơ OH cùng phương với vectơ 
pháp tuyến 71 ; 2 ; 5) của (ø), tức là OH = tïỉ. Bởi vậy, nếu gỌI (X; y; Z) 
là toạ độ của H thì 

x+2y+5z—-30=0 


x=fí 
=2 
z =5[. 


Bằng cách thay các giá trị x, y, z từ ba phương trình cuối vào phương trình đầu, 
ta được / + 4/ + 25 — 30 =0. Từ đó ta tìm được / = I và do đó H=(1;2;5). M 


3. Vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng 
Hai bộ số tỉ lệ 
Xét các bộ 7 số (xị ; xạ ;...; x„) (m > 2), trong đó các số +, x›...., x„ không 
đồng thời bằng 0. 
* Hai bộ số (AI ; 4a :...; A„) và (\ ; B› ;...: B„) như thế được gọi là / l¿ 
với nhau (hay rỉ lệ) nếu có một số í sao cho Ai = (BỊ, A› = f›....,A„ = tBạ. 
Khi đó ta viết 


AI: Áa :...: A„, = Bị: Bạ :...: B„ hoặc mĩ a=- 
Theo định nghĩa đó, ta có 
l$c5 v35 b6: háp 2 e72s” (ae TY 
2 =4 6 ° 
2:0:4:0=1:0:2:0 hay *= =2 =0 (ở đây ¿ = 2). 
* Khi hai bộ số (A\ ; 4a ;...; A„) và (Bị ; Ö; ;...; B„) không tỉ lệ, ta viết 


AI: Áa :...: A„, # Bị: Bạ : ...: Bạ. 
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Ví dụ: 1:5: =2: 4z+1:-2:5:4, 
20721. set: Lộc Loại c2 

° Ta hãy xét trường hợp hai bộ số (AI ; 4: ;...; A„) và (Bị; B;;:...: B„) tỉ 

lệ, nhưng hai bộ số (AI; 4a ;...: A„; Az.q) và (PỊ; Bạ;...: B„; B„.1) 

không tỉ lệ. Điều đó có nghĩa là : có số / sao cho AI = fBỊ,Aa = fBà...., A„ = fB,ạ 

nhưng A„.¡ # /B„,¡. Trong trường hợp đó, ta viết : 

AI LAI __ Ấn „Am, 
B ; Bụ Bn¿i 
Vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng 
Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng (ø) và (ø) lần lượt có phương trình : 
(2z): Ax+ By+Cz+D=0 
(z):A x+By+C z+D=0; 

chúng lần lượt có vectơ pháp tuyến là n (A:B;C) và n(A' ;B ;C). 
Nếu A:B:C + A':B':C' thì ta có thể nói gì về hai vectơ n(A; B;C) 

và ứ' (A':B';C' và đo đó nói gì về vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng 

(ø) và (ø) ? 

Bây giê z ậ `... A _B_C 

ây giờ ta xét trường hợp A:B:C=A':B':C' hay —=—.=—. 
A' B C 

Â, 

Hãy xét vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng (ø) và (2) trong mỗi trường hợp sau : 

AB CD AB CD 

A' BC D A' BC D 


b) 


Tóm lại ta có : 


Cho hai mặt phẳng (ø) và (œ') lần lượt có phương trình : 
(2z): Ax+By+Cz+D=0 
(z):Ax+By+Cz+Dˆ=(0. 
a) Hai mặt phẳng đó cắt nhau khi và chỉ khi A :B: C#A':B':C.. 
b) Hai mặt phẳng đó song song khi và chỉ khi 


Sẽ. .ô9 ` D 
AB CD 

c) Hai mặt phẳng đó trùng nhau khi và chỉ khi 
À. tt 1) 


PINNT si 5 0N › ví 


S6 


I2] Hai mặt phẳng (ø) và (œ) nói trên vuông góc với nhau khi nào ? 


5 
R Cho hai mặt phẳng (ø) : 2x — my + 10z +m +1 =0 
(Ø:x—2y + (3m + 7)z — 10= 0. 
Hãy tìm giá trị của m để : 
a) Hai mặt phẳng đó song song ; 
b) Hai mặt phẳng đó trùng nhau ; 
c) Hai mặt phẳng đó cắt nhau ; 
d) Hai mặt phẳng đó vuông góc với nhau. 


4. Khoảng cách từ một điểm tới một mặt phẳng 


Trong không gian Óxyz, cho điểm Mo(xọ ; vọ ; zạ) và mặt phẳng (2) có 
phương trình : Ax + By + Cz + D =(U. Hoàn toàn tương tự như công thức 
tính khoảng cách từ một điểm tới một đường thẳng trong hình học phăng, 
ta có công thức sau đây về khoảng cách đ(Mẹ, (ø)) từ điểm Mẹ tới mp(2) : 


Axo + Byn + Czạ + D 
A(Mạ, (a)) =] SG nề c, L 


À, tỷ ĐỘ thảo 7 


6 
R Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng có phương trình lần lượt là : 
3x-y+2z:-6=0 và 6x—-2y+4z+4=0. 


Ví dụ 3. Cho fứ điện OABC có ba cạnh ÓA, 
ObB, ÓC đôi một vuông góc, ÓA = a, OB = b, 
ÓOC = c. Tính độ dài đường cao của tứ diện 
kể từ O. 

Giải 

Vì ba cạnh ÓA, ÓB, ÓC đôi một vuông góc 
nên ta có thể chọn hệ toạ độ có gốc 
là Ó và có A=(z;0;0),B=(0;b;0), 
Œ =(0;0; c) (h.64). Khi đó mp(ABC) có 
phương trình theo đoạn chắn là 


Hình 64 


Š7 


S8 


sử. đý cv], 
4a b c 


Chiều cao Z cần tìm là khoảng cách từ điểm Ó tới mp(ABC) nên 


J0+0+0- 1Ì qbc 

J.= = —_———-_—____..,. N 
l l l A|b2c2 + cˆa? + a?b? 
T0 
ạ b €C 


Ví dụ 4. Cho hình lập phương ABCD.A BC ' cạnh a. Trên các cạnh AA', BC, 
CD' lân lượt lấy các điểm M, N, P sao cho AM = CN = D? =t, với 0 < t< a. 
Chứng minh rằng mp(MNP) song song với mp(ACD) và tính khoảng cách 
giữa hai mặt phẳng đó. 

Giải 

Chọn hệ toạ độ Óxyz có gốc Ó trùng với 
D, các trục Óx, Óy, Óz lần lượt đi qua A, 
€ và D' như ở hình 65. Khi đó : 
A=(;0;0),C=(0;a;0),Ðˆ=(0;0; a2), 
M=(a;:0;:r),N=(;a;0),P=(0;t;a). 


Phương trình theo đoạn chấn của 
mp(AC7Đ) là : 


Hình 65 


“+ +“ =lhayx+y+z-a=0. 
a a da 


Mặt phẳng đó có vectơ pháp tuyến ø = (1; 1; 1). 


Mặt khác, mp(MNP) có vectơ pháp tuyến là "h= |MN, MP | : 
Ta có MN =(-a:a;-t); MP=(Ta:t;a-t). 
Từ đó ta tìm được toạ độ của n' là 

2 2 2 2 2 


n=(47 +t — đf ; a“ +f“ —-dđf ; a“ +f“ -df). 


Bởi vậy hai vectơ n và nÌ cùng phương ; ngoài ra dễ thấy điểm /⁄ không 
nằm trên mp(ACD) ; do đó mp(MNP) //mp(ACD'). 


15. 


16. 


17. 


Khoảng cách đ giữa hai mặt phẳng đó bằng khoảng cách từ điểm M của 
mp(MNP) tới mp(AC) nên ta có 


_laø+0+f-al _ #3 


\2+12+1Ð2 3 


ä 


Câu hỏi vỏ bởi tập 
Trong mỗi trường hợp sau, viết phương trình mặt phẳng : 
a) Đi qua ba điểm M(2 ;0; —1), N(I;-2; 3),P(0;1; 2); 
b) Đi qua hai điểm A(I1 ; 1 ;—1), B ; 2; 1) và song song với trục Óz ; 
c) Đi qua điểm (3 ; 2 ;-l) và song song với mặt phẳng có phương trình 
x—5y+z=\0; 
d) Đi qua hai điểm A(0 ; 1; 1), ö(—1 ; 0; 2) và vuông góc với mặt phẳng 
x—y+z+l=0; 
e) Đi qua điểm M(a ; b; c) (với abc # 0) và song song với một mặt phẳng toa độ ; 


ø) Đi qua điểm G(1 ; 2 ; 3) và cắt các trục toạ độ tại các điểm A, B, C sao 
cho G là trọng tâm tam giác ABC ; 


h) Đi qua điểm H(2; 1; 1) và cắt các trục toạ độ tại các điểm A, B, € sao 
cho #;/ là trực tâm của tam giác ABC. 


Xét vị trí tương đối của mỗi cặp mặt phẳng cho bởi các phương trình sau : 
a)x+2y-z+5=0Ũ và 2x+3y-7z_-4=0; 
b)x-2y+z-3=0 và 2x-y+4z-2=0; 

€)x+y+z_—-l1=0 và 2x+2y+2z+3=0; 

đ) 3x — 2y + 3z +5 =0 và 09x—-6y—9z— 5=0; 
e)x-y+2z-4=0 và I0x—- l10y + 20z - 40 =0. 

Xác định giá trị của m và n để mỗi cặp mặt phẳng sau đây song song : 
a)2x+my+2z+3=0Ú và mx + 2y— 4z+ 7=0U; 
b)2x+y+”z-2=0Ú và x+rmy+2z+8=(Q. 


S9 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Cho hai mặt phẳng có phương trình là 
2x — my + 3z — 6 + m=0 
và (m + 3)x — 2y + (5m + 1)z — 10=0. 
Với giá trị nào của ø thì : 
a) Hai mặt phẳng đó song song ; 
b) Hai mặt phẳng đó trùng nhau ; 
c) Hai mặt phẳng đó cắt nhau ; 
đ) Hai mặt phẳng đó vuông góc ? 


Tìm tập hợp các điểm cách đều hai mặt phẳng (ø) và (#z) trong mỗi trường 
hợp sau : 


a) (2): 2x— y+4z +5 =0, (z):3x+5y—-z—1=0; 
b)(2):2x+y_-2z—-1=0, (z):6x—3y+2z—-2=0; 
c)(2):xz+2y+z_—1=0, (z):x+2y+z+5=0. 


Tìm khoảng cách giữa hai mặt phẳng 
Ax+By+Cz+D=U và Ax+By+Cz+D =0 
với D z D.. 
Tìm điểm M trên trục Óz trong mỗi trường hợp sau : 
a) M cách đều điểm A( ; 3 ; 4) và mặt phẳng 2x + 3y + z— 17=0; 
b) M cách đều hai mặt phẳng x + y - z + =0 vàx—y+z+5=0. 
Cho tứ diện ABC có các tam giác ÓAB, OBC, ÓCA là những tam giác 


vuông đỉnh Ó. Gọi ø, Ø, z lần lượt là góc giữa mặt phẳng (ABC) và các mặt 
phẳng (OBC), (OCA), (OAB). Bằng phương pháp toạ độ, hãy chứng minh : 


a) Tam giác ABC có ba góc nhọn ; 
b) cOS” # + cos7 Ø + COS” y =1. 


Viết phương trình mặt phẳng song song với mặt phẳng 4x + 3y — 12z + 1 =0 
và tiếp xúc với mặt cầu có phương trình : 


x2+yˆ+z7—2x— 4y—6z—2=0. 


§ PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẮNG 


1. Phương trình tham số và phương trình chính tắc của đường thẳng 
Trong không gian Oxyz, cho đường thăng đ đi 
qua điểm Mg(Œ%ọ : yọ : zọ) và có vectơ chỉ 
phương (z;b: c) (h.66). Vì ¡ z Ö nên ta phải 
có ø”+b“ +c” >0. 


Ta biết rằng điều kiện cần và đủ để điểm 


M(x;y;z) nằm trên đường thẳng đ là vectơ 


MẹM cùng phương với vectơ w, tức là có số Hình 66 


íelR saocho MfẹM = tu . Chú ý rằng 
MọM = (x~ %ọ ; y— Yọ ; Z— Z0) 


nên điều kiện nói trên tương đương với : 


(1) 


Hệ phương trình (1) được gọi là phương trình tham số của đường thẳng d 


với tham số í. Với mỗi / c]R, hệ phương trình trên cho ta toạ độ (x ; y ; Z) 
của một điểm nằm trên đ. 

Ngược lại, mỗi hệ phương trình dạng (1) với ø” + b“ + c” > 0 đều là phương 
trình tham số của đường thẳng đ đi qua điểm (xạ ; vọ : zạ) và có vectơ chỉ 


phương là (ø ; b; c). 


Từ nay, để đơn giản, trong phương trình (1) ta không viết / e lR. 


J1 


R 


1 

Cho đường thẳng đ có phương trình tham số : 
x=l-2f 
y=2+í 
2ì= 2T. 


a) Hãy tìm toạ độ một vectơ chỉ phương của đi. 

b) Xác định toạ độ của các điểm thuộc d ứng với giá trị ; = 0,  = 1, = -2. 

c) Trong các điểm A@3 ; 1 ; -2), 8(-3 ; 4; 2), C(0 ; 2,5 ; 1), điểm nào thuộc đ, điểm 
nào không 2 

Xét đường thẳng đ có phương trình tham số (1). 

Trong trường hợp zĐc # 0, bằng cách khử ¿ từ các phương trình của hệ (1), 
ta được : 


, với abc # 0. (2) 


Hệ phương trình (2) được gọi là phương trình chính tắc của đường thẳng 4. 
Ngược lại, mỗi hệ phương trình như thế đều là phương trình chính tắc của một 
đường thẳng hoàn toàn xác định, đó là đường thẳng đi qua điểm (xạ ; yọ : Zạ) 
và có một vectơ chỉ phương là u(a ;b; ©). 
2 
Cho hai mặt phẳng (z) và (øz') có phương trình : 

(z):2x+2y+z—4=0 

(z'):2x—y—z+5=0. 
a) Hãy giải thích tại sao hai mặt phẳng (øz) và (ø') cắt nhau. 
b) Gọi đ là giao tuyến của hai mặt phẳng (z) và (z'). Hãy tìm toạ độ của một 
điểm thuộc đ và xác định toạ độ của một vectơ chỉ phương của đ. 
c) Viết phương trình tham số và chính tắc của đường thẳng ¿. 


2. Một số ví dụ 
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Ví dụ 1. Viết phương trình tham số của đường thẳng d đi qua hai điểm 
phán biệt A(T ; 0; =2) và A(2; 1; 1). 

Giải 

Vectơ AA' = (1; 1; 3) là một vectơ chỉ phương của đ, ngoài ra đ đi qua điểm A 


nên đ có phương trình tham số là 


Ví dụ 2. Trong không gian toạ độ Oxyz, cho tứ diện ABCD với 
A=l0:0:2), =(3:0:5),Œ=Í1;1:0), P=(4:1;2]: 

a) Viết phương trình tham số của đường cao tứ diện ABCD hạ từ D. 

b) Tìm toạ độ hình chiếu H của D trên mặt phẳng (ABC). 

Giải 

a) Ta có AB =(3;0:3), AC =(1;1:— 2). 

Vì rà = (-3 vn; 3) nên một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ABC) 

là n=(1;—3;-1). 


Vậy phương trình tham số của đường cao đ hạ từ D của tứ diện là 


x=4+í 
đ:4y=l-3/ 
z=2-tf. 


b) Mặt phẳng (4BC) có vectơ pháp tuyến n= ụ NÓ 1) và đi qua 
A(0 ;0; 2) nên có phương trình là 


ly 0) 3(y 0) l(z 2) =0 
hay x—3y—z+2=0. 
Hình chiếu H của D trên mặt phẳng (ABC) là giao điểm của đường thẳng đ 
với mặt phẳng (ABC). Để tìm toạ độ điểm /1, ta giải hệ gồm các phương 
trình của đường thẳng đ và mp( ABC) : 


x=4+í 
y=l-3/ 
z=2-f 


x—3y—-z+2=0. 


vk) 
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Thay các giá trị của +,y,z trong ba phương trình đầu vào phương trình 


cuối, ta có 4 + — 3(1~ 3/)—(2—)+2 =0. Từ đó suy ra  =—-L- Do đó 


II 
z=2+Tr “TT 
Vậy H~[ 1:1) 


Ví dụ 3. Cho hai mặt phẳng (ø) và (œ') lần lượt có phương trình 
x+2y—-z+]l=0Ũ và x+y+2z+3=(0. 


Chứng tỏ rằng hai mặt phẳng đó cắt nhau và viết phương trình tham số của 

giao tuyến hai mặt phẳng đó. 

Giải 

Hai mặt phẳng đã cho cắt nhau vì bộ ba số (1 ; 2 ; —1) không tỉ lệ với bộ ba 

số (1; 1; 2). 

Gọi đ là đường thẳng giao tuyến của chúng. Đường thăng đ gồm các điểm 

M(x; y ; z) vừa thuộc (2) vừa thuộc (2) nên toạ độ của ẤM là nghiệm của hệ : 
x+2y-z+I=0 
`. 


() 


Bây giờ ta có thể viết phương trình tham số của đ bằng một trong các cách 
sau đây : 


Cách 1. Tìm toạ độ một điểm A thuộc d và một vectơ chỉ phương của nó rồi 
viết phương trình tham số của d. 


Cụ thể là, trong hệ (1) cho z = 0 rồi tìm +x và y, ta được x = -5,y = 2. 

Vậy điểm A(-5 ;2; 0) thuộc đ. 

Gọi n = (I ;2;— l) là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (z). Họ = (I Lệ 2) 
là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (#'). Đường thẳng đ vuông góc với hai 


vectơ 7 và ø; nên nó có vectơ chỉ phương là  = lm. nạ] = (Š;-3;-]). 


Vậy, phương trình tham số của đường thăng ở là 


x=-5+5/ 
y=2-3/ 
Z = -í. 


Cách 2. Tìm toạ độ hai điểm phân biệt A và A' thuộc d rồi viết phương 
trình đường thẳng đi qua hai điểm đó. 


Cụ thể là : Trong hệ (1) cho z = 0, ta tìm được x = -5, y = 2. Vậy điểm 
A(-5; 2; 0) thuộc đ. 
Lại cho z = I, ta được x = —10, y = 5. Vậy A(—10; 5 ; I) cũng thuộc đ. 


Vectơ chỉ phương của đ là AA'= (—5 ; 3 ; D nên đ có phương trình tham số là : 


x=-—l0— 5í 
y= 5+3 
z=l+t. 


Cách 3. Trong hệ (1l) cho z = t rồi từn x và y theo t, ta được 


x=-5-5í 
y=2+3/ 
Z =í. 


Đó cũng là phương trình tham số của đường thẳng d. 


Ví dụ 4. Cho hai đường thẳng dạ và d› lần lượt có phương trình là 


x=fí 
dị: $y=—l— 4t. và ng. 
z=6+Óf 


Viết phương trình chính tắc của đường thẳng da đi qua điểm M(I ; —1 : 2), 
vuông góc với cả đị và đa. 

Giải 

Các đường thẳng đ; và đ;› lần lượt có vectơ chỉ phương là 


m(;—4;6) và „(2 ;1;—5). 
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Đường thẳng đ; vuông góc với cả đ¡ và đ; nên một vectơ chỉ phương của 
da là uạ = H tạ |, Ta tính được 4 = (14; 17; 9) và do đó, đ› có phương 
trình chính tắc là 


x—l_ y+l_ z-2 
14 717.8. 


3. Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng 
Trong không gian, cho đường thăng đ đi qua điểm Mẹ, có vectơ chỉ phương 


và đường thắng đ” đi qua điểm Mạ, có vectơ chỉ phương w'. Dựa vào ba 


vectơ w,w' và MoMẹ, ta có thể biết được vị trí tương đối giữa hai đường 


thẳng đ và đ.. 


Hình 67 
Cụ thể là : 


a) đ và đ” trùng nhau khi và chỉ khi ba vectơ H, w` VÀ MeMộ đôi một cùng 
phương (h.67a). 
b) đ// đ khi và chỉ khi „ và ø' cùng phương nhưng không cùng phương với 
MọMộ (h.6Tb). 
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c) đ và đ' cắt nhau khi và chỉ khi # và ”Ì không cùng phương, đồng thời 


ba vectơ ⁄,w` và MeMộ đồng phẳng (h.67c). 
d) đ và đ' chéo nhau khi và chỉ khi đ, đ' không đồng phẳng, hay khi và chỉ 
khi ba vectơ ,w' và MoMộ, không đồng phẳng (h.674). 


Vậy ta có : 


———— 


đ và đ trùng nhau  <©> w,w' và MoMo đôi một cùng phương 


© im] =| ử, MạMạ | = Ö. 


¡ và w' cùng phươn 
djldđ © $. in P P © 
u và MoM, không cùng phương 


› Ú VÀ không cùng phương 
đ và đ' cắt nhau <© +_, _, ' : 
u, ` Và MgMc đồng phẳng 


d và d' chéo nhau © w, w' và MoMẹg không đồng phẳng 


¬ — 


© |, |. MaMạ s 0. 


|? |Khi nào hai đường thẳng d và ` nói trên vuông góc với nhau ? 


Ví dụ 5. Trong không gian Oxyz, xét cặp đường thẳng d„, d„ có phương 


trình là 


x=l+mí Xx=m- 2t' 
đm : 4ÿ =m+ 2t đìm : 4ÿ = mỸ' 
z=l-m_—-3f z=l—-m +t. 


Xác định vị trí tương đối giữa hai đường thẳng đó tuỳ theo giá trị của m. 


„. 


Giải 
Đường thẳng đ„ đi qua điểm M(I1 ; m ; 1 — m) và có vectơ chỉ phương là 
ä =(m;2;—3). Đường thẳng đ„„ đi qua điểm Mf(Œn ; Ö ; I — m) và có vectơ chỉ 
phương là H =(-2;m; l. Tacó MM' = (m—l; —m;©). 
Từ đó ta tính được 
ni ro 2 l 
|ø, u |. MMÌ = 4m2 — Tm —2 = 40m —2) m+ 2], 
Vậy : 
Nếu 7m # 2 và m z =. thì hai đường thẳng đã cho chéo nhau ; 
Nếu m = 2 thì ứ=(2;2;-—-3) và HẺ =(-2;2;l) không cùng phương, 
suy ra hai đường thẳng đã cho cắt nhau ; 
Nếu m SA. thì # = [--:? : ¬3] và w'= [= : vi ) cũng không 
4 4 + 
cùng phương, suy ra hai đường thẳng đã cho cắt nhau. 


*#” cHúý 

Nếu biết phương trình của hai đường thăng đ và đ' thì ta cũng có 

thể xét vị trí tương đối giữa chúng bằng cách giải hệ gồm các 

phương trình xác định đ và đ” để tìm giao điểm. 

Nếu hệ phương trình có nghiệm duy nhất thì đ và đ cắt nhau. 

Nếu hệ phương trình có vô số nghiệm thì đ và đ” trùng nhau. 

Nếu hệ phương trình vô nghiệm thì đ và đ” song song hoặc chéo 

nhau, song song nếu hai vectơ chỉ phương của chúng cùng 

phương, chéo nhau nếu hai vectơ đó không cùng phương. 

Ví dụ 6. Cho đường thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(z):x+y=0 và (#):2x—y+z—15=0 


và đường thẳng đ' có phương trình 


x=l-í 
y=2+2/ 
5:= 3. 


Xác định vị trí tương đối giữa hai đường thẳng d và đi. 
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Giải 


Cách 1 


Trong hệ gồm hai phương trình của hai mặt phẳng (z) và (z). ta cho 


x =0 thì y =0 và z = 15. Vậy điểm M(0 ; 0; 15) nằm trên đ. 


Lại cho x = 1 thì y = —1 và z = 12. Vậy điểm N(I ; —1 ; 12) nằm trên đ. 


Như vậy đ là đường thăng đi qua M và có vectơ chỉ phương 
¡ = MN =(1;—1;-~3). 
Đường thẳng Z' đi qua M(1 ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ phương 
„'=(—1;2;0). 
Ta có MM' =(1;2;— 12). 


———— 


Dễ thấy rằng MM' = 4u +3', tức là ba vectơ „,w', MM` đông phẳng. 


Ngoài ra hai vectơ H, „ không cùng phương. 

Từ đó suy ra hai đường thẳng đ và đ cắt nhau. 

Cách 2 

Mặt phẳng (ø) có vectơ pháp tuyến là m(1 š12 ĐI: 

Mặt phẳng (#') có vectơ pháp tuyến là na (2 ;—1;1). 

Do đó, vectơ chỉ phương của đ là = lm. nạ | = (I ;—l;—3 )- 
Đường thẳng đ” có vectơ chỉ phương là M` = (—I sản 0) : 

Ta có lò, |= (6:31) z0. 

Mặt khác, điểm Mẹ (0 :0Ũ; 15) cđ, điểm Mọ(I S76 3) = 


MọẹMẹ = (1:2: —12). 


Ta suy ra P gì |.MoMộ =0. 


Vậy hai đường thẳng đ và đ cắt nhau. 
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Cách 3 
Để tìm toạ độ giao điểm của đ và đ”, ta giải hệ phương trình sau đây : 
x+y=0 
2x-y+z-l5=0 
x=l-íf 
y=2+2/ 
#5: 
Bằng cách thay các giá trị của x, y, z ở ba phương trình cuối vào hai phương 
trình đầu của hệ, ta được 
24-—/)—-(2+2?)+3-—-15=0 
Ï mã 25 2G. 
-4 -12 =0 
To na 
Khi đó x =4, y=—4, z = 3. 
Vậy hai đường thăng đ và đZ cắt nhau tại điểm (4;-4;3). § 


4. Một số bài toán về tính khoảng cách 


Ta đã có các công thức để tính khoảng cách giữa hai điểm và khoảng cách 
từ một điểm tới một mặt phẳng. Bây giờ, ta xét khoảng cách từ một điểm 
tới một đường thẳng và khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau. 


Bài toán 1. Tính khoảng cách h từ một 
điểm M đến đường thẳng d đi qua điểm 


Mẹ và có vectơ chỉ phương H. 
Cách giải 
Gọi U là điểm sao cho ÉMẹU = w (h.68). 


Nếu Mí z đ thì diện tích Š của hình bình 


hành có hai cạnh MfạM và MụọU là 


Hình 68 
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s=|LMạM, MụỦ |= [ MạM. w |. 


Vì khoảng cách cần tìm là chiều cao của hình bình hành ứng với cạnh 
MU nên ta có 
| tọui. «| 
h = 
li 


Nếu M e đ thì hiển nhiên h = 0 và công thức nói trên vẫn đúng. 


3 
lại Tính khoảng cách từ điểm 4 (4 ; - 3; 2) đến đường thẳng d có phương trình 


xi. Y+2 z 
3 2_ =1 
Bài toán 2. Tính khoảng cách h giữa hai đường thẳng chéo nhau dị và do, 


biết dị đi qua điểm MỊ và có vectơ chỉ phương mỊ: dạ đi qua điểm Mạ và 


có vectơ chỉ phương u› . 


Cách giải (h.69) 
Lấy các điểm U¡ và U; sao cho 
MU, = mg ¡ MạUa =uạ. Xét hình hộp — 


có ba cạnh là M\ỊU). M;U›, MìM:. Ta 
biết rằng thể tích V của hình hộp đó là 


V = | MU[, M;U; |. MỊM: 


= IPI My |. MỊM; 


Hình 69 


Nếu ta xem M;Mí; là cạnh bên của hình hộp đó thì diện tích mặt đáy của 
hình hộp là § = H Hạ | 
và d› chính là chiều cao của hình hộp. Vậy ta có : 


H Hạ | # MỊM; 
h= ———_.. b) 


Lm. "2 | 


. Khi đó, khoảng cách giữa hai đường thẳng đ¡ 
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4 
R Hãy tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau đi, d; có phương trình 
như sau : 


x=l+í 
ý. .Vl¿#-Ô 


1 2 3 


đ: và đ› :4+y=-2+f 


z=3-t. 


Câu hỏi vỏ bởi tập 

24. Viết phương trình tham số và chính tác (nếu có) của các đường thăng 
sau đây : 
a) Các trục tọa độ Óx, Óy và Óz ; 
b) Các đường thắng đi qua điểm ẢMq(%g : yọ : zọ) (Với xg.yg.zạ # 0) và song 
song với mỗi trục toạ độ ; 
c) Đường thẳng đi qua M(2 ; 0; —1) và có vectơ chỉ phương #(—1; 3 ; 5) ; 
d) Đường thẳng đi qua N(-2; 1; 2) và có vectơ chỉ phương (0; 0; — 3) ; 
e) Đường thẳng đi qua W(3 ; 2; 1) và vuông góc với mặt phẳng 

2x-5y+4=0; 

ø) Đường thẳng đi qua hai điểm P( ; 3 ; —1) và Ó(1 ; 2; 4). 

25. Viết phương trình tham số, chính tắc (nếu có) của các đường thẳng sau đây : 


a) Đường thăng đi qua điểm (4 ; 3 ; 1) và song song với đường thẳng có 
phương trình : 


x=l+2/ 
y=—~3/ 
z=3+ 21. 


b) Đường thẳng đi qua điểm (-2 ; 3 ; 1) và song song với đường thẳng có 
phương trình : 
x—2_ y+l_ z+2 
2 1 s 
26. Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng 
MS 2/0158 cÌỔ 


¿ 3 lÏ 


đ;: 


trên mỗi mặt phẳng toạ độ. 


102 


21. 


28. 


29. 


30. 


31. 


x=fí 
Cho đường thẳng đ: 4 y = 8 + 4/ và mặt phẳng (P) : x + y+z— 7=. 
z=3+2/ 
a) Tìm một vectơ chỉ phương của đ và một điểm nằm trên đ. 
b) Viết phương trình mặt phẳng đi qua đ và vuông góc với mp(?). 
c) Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đ trên mp(?). 


Xác định vị trí tương đối giữa các cặp đường thẳng đ và đ' cho bởi 
phương trình : 


„#=[l__ _ Z=3, ,„,X—=3_ y+l_ z+2 
a)d: TC =y-T=#”; TT“... 
NhEy 7, đƑ là giao tuyến của hai mặt phẳng : 
b)đ: sy=-3-— 4í (z):x+y—z=0, 
z=—3— 3í (z):2x—y+2z =0. 


Viết phương trình đường thẳng đi qua A(1 ; —I1 ; I) và cắt cả hai đường 
thẳng sau đây : 


x=l+2/ x=f' 
đ:$y=f đở: y=-l-2f' 
ø.= 3=! z=2+f. 


Viết phương trình đường thẳng song song với đường thẳng đ¡ và cắt cả hai 
đường thẳng đ; và đs, biết phương trình của đ), đ; và đ; là : 


x=l x=-4+5/' 
016009 uE SE ĂQDNT  xÓ gi”: 0 bat là ae tê Bi 
|| 4 3 
z=l-f sử. 
Cho hai đường thẳng : 
x=8§+í ¡ 
. — 3 „34—x_y-Ì_ z-]I 
đi: y=5+2/ va đb : 7 = —= 3 
z=8-f 


a) Chứng tỏ rằng hai đường thẳng đó chéo nhau. 
b) Viết phương trình mặt phẳng đi qua gốc toạ độ Ó, song song với cả đ và đ›. 
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c) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng đ;) và đ;. 
d) Viết phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng đó. 
32. Cho đường thẳng đ và mặt phẳng (2) có phương trình : 


Sam 2 Tlo3i VAT con. 


tiệt co 3 s” 


(2): 2x+y+z—8=0. 


a) Tìm góc giữa d và (øØ). 
b) Tìm toạ độ giao điểm của đ và (2). 
c) Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đ trên (ø). 


33. Cho đường thẳng A và mp(P) có phương trình : 


———= ;  (P):2x+z—-5=0. 


a) Xác định toạ độ giao điểm A của A và (P). 
b) Viết phương trình đường thẳng đi qua A, nằm trong (P) và vuông góc với A. 
34. a) Tính khoảng cách từ điểm É⁄(2 ; 3 ; 1) đến đường thẳng A có phương trình : 


x+2_ y-Ìl;_ z+rÌ 


lÏ 2. -2ˆ` 


b) Tính khoảng cách từ điểm W(2; 3 ; —1) đến đường thẳng A đi qua điểm 


Mo|~ ;0;— 3) và có vectơ chỉ phương u{—4 ;2) -]). 


35. Tìm khoảng cách giữa hai đường thẳng sau : 


x=l+í x=2-3/' 
a)đ:4y=-l-f Và đ:4y=-2+3/' 
2Ì | SA 
x=-£ 
 —¬. sa... xí ỳ _— ' 
Xi: DA lậP Em. và. đ :4iy=2+3 
z=-4+3/' 
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ÔN TẬP CHƯƠNG III 


I- Kiến thức cần nhớ 


1. Toạ độ của vectơ và toạ độ của điểm 


+ Vectơ có toạ độ (Y; y; z) © w= xỉ + yj + zk. 


+ Điểm M có toạ độ (x; y ; z)<> OM = xỈ+yj+zÉ. 
+ Nếu điểm A = (x4 ; y„ ; z4) và điểm B = (xpg; yg ; zg) thì 
AB =Í*s —*A › }B — ŸA ›ZB -ZA}- 
2. Tích vô hướng và tích có hướng. 

Cho ứ = (x; y; z) và V =(x'`;y';z. 


—- _— 


v là số: w.y = xx+ yy'*+ Zz'. 


Mì) 


e⁄ 


+ Tích vô hướng của w v 


+ Tích có hướng của và y là vectơ 
5;]-{ 


Vectơ P vị vuông góc với cả và vw. 
y 


%. Z b2 


M Z 


+ Một số tính chất: „ L w < u. 
Và y cùng phương <> Lứ, vị =0; 
¡u, v,v đồng phẳng © P vÌ.w =0. 


+ Diện tích hình bình hành : Sagep = A8, AD ||. 


+ Thể tích hình hộp : Vagep,a:g'c'p' = LAB, AP]. AAl. 
3. Phương trình mặt cầu. 
Phương trình có dạng 
XU +y “+27 + 2ax + 2by + 2cz+d =0, 
với điều kiện đ” + b” + cˆ > đ, là phương trình mặt cầu có tâm (—z ; —b ; —c) và 
có bán kính R = a7 + b“ +c^—d. 
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4. 
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Phương trình mặt phẳng. 


Mặt phẳng đi qua điểm (xọ ; yọ ; zạ) với vectơ pháp tuyến (A ; B ; C) có 
phương trình : 

A(x- xọ) + By — yọ) + CŒ - Zạ) = Ö. 
Phương trình 


Ax+ By+Cz+D=0, với A + Bˆ+C >0 
là phương trình của mặt phẳng có vectơ pháp tuyến là 7(A ; B; C). 
Phương trình đường thẳng 
Cho đường thắng đ đi qua điểm Mọ(3%o ï Z0) và có vectơ chỉ phương 


u(a;b;c). Khi đó : 
+ Phương trình tham số của đ là 


X = *g +đí 
y =ÿyọ + bí 
Z =Zg † Œí. 


+ Phương trình chính tắc của đ (khi abc # 0) là 
Xx —*Qg SMS.) Mi EE2 2, 
a b II 
Vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng 
Nếu (ø) có phương trình Ax + By + Cz + D = 0 và (Z') có phương trình 
A'x+B'y+C'z+D'=0 thì 


+ (Ø) và (#) cắt nhau khi và chỉ khiA:B:Cz#A':B':C”; 


¬ NA... 
+ (2Ø) và (#) song song khi và chỉ khi PIN DI AE + DnE 
B C D 


x7 ko 00 đại cà SN cị  JIỆ 3 r0 12c, TUẺ ng 
+ (Ø) và (ø#) trùng nhau khi và chỉ khi AB CC TP) 


+ (2) và (#) vuông góc với nhau khi và chỉ khi AA + BB'+ ŒŒ'=0. 
Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng 


Nếu đường thẳng đ đi qua điểm iMạ, có vectơ chỉ phương ¡ và đường thẳng 
đ' đi qua điểm Mẹ, có vectơ chỉ phương „` thì : 


+ d và đ' trùng nhau © |, w' |=|„, MạMạ | = 0 


+d//Jđ © $- 


$ : u,w'` |. MoMọo = 0 
+ đ và đ cắt nhau < SANG 


H, + 0 


+ đ và đ' chéo nhau © |, w' |. MẹMẹ # 0. 
Khoảng cách 


+ Khoảng cách giữa hai điểm A(vx : ya : z4) và BỌxg ; yg : zpg) là 


2 2 2 
AB= \(xs — XA) +ÍYp — yA) +Ízp —ZA) § 
+ Khoảng cách từ điểm MgŒGọ : vọ : zạ) đến mặt phẳng (2) có phương trình 
Ax+By+Cz+D=0là 
|Axo + Byọ + CZọ + DỊ 


d(Mọ, (2)) = 
X Ÿd.H2 2ˆ 


+ Khoảng cách từ điểm /¡ đến đường thẳng A đi qua Mẹ và có vectơ chỉ 
[uMi. „| 
lu 


+ Khoảng cách giữa hai đường thăng chéo nhau A và A', trong đó A đi qua 


phương ¡ là 


đ(MI, A) = 


điểm Mẹ và có vectơ chỉ phương , còn A' đi qua điểm Mẹ và có vectơ chỉ 


phương „' là 


P ¡'Ì. MoMù 


IP mã 


đ(A, A)= 


II - Câu hồi tự kiểm tra 


l: 


Cho biết toạ độ của hai điểm A, B, làm thế nào để tìm : 
a) Toạ độ của vectơ AB ; 
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b) Khoảng cách giữa hai điểm A và B; 

c) Toạ độ của trung điểm đoạn thẳng AB ? 

Cho toạ độ bốn đỉnh của một hình tứ diện, làm thế nào để tìm : 

a) Toạ độ của trọng tâm tứ diện ; 

b) Toạ độ của tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ; 

c) Thể tích tứ diện ; 

đ) Độ dài đường cao ứng với một mặt của tứ diện ? 

Bằng phương pháp toạ độ, làm thế nào để chứng minh : 

a) Hai vectơ cùng phương ; 

b) Ba vectơ đồng phẳng ; 

c) Ba điểm thẳng hàng ; 

d) Bốn điểm không đồng phẳng ? 

Trong mỗi trường hợp sau, hãy nêu cách viết phương trình mặt phẳng : 

a) Đi qua ba điểm không thăng hàng ; 

b) Đi qua một điểm và vuông góc với một đường thăng cho trước ; 

c) Đi qua một điểm và song song với hai đường thẳng chéo nhau cho trước ; 
d) Đi qua một đường thăng và song song với một đường thẳng cho trước ; 
e) Đi qua một điểm và vuông góc với hai mặt phẳng cho trước ; 

ø) Chứa hai đường thẳng song song hoặc cắt nhau ; 

h) Đi qua một đường thẳng và vuông góc với một mặt phằng cho trước. 
Trong mỗi trường hợp sau, làm thế nào để viết phương trình đường thẳng : 
a) Đi qua một điểm và có vectơ chỉ phương cho trước ; 

b) Đi qua hai điểm phân biệt cho trước ; 

c) Đi qua một điểm và vuông góc với một mặt phẳng cho trước ; 

đ) Đi qua một điểm và song song với hai mặt phẳng cắt nhau cho trước ; 
e) Đi qua một điểm và cắt hai đường thăng chéo nhau cho trước ; 

ø) Là đường vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau cho trước ? 
Bằng phương pháp toạ độ, làm thế nào để xác định vị trí tương đối : 

a) Giữa hai mặt phẳng ; 

b) Giữa hai đường thẳng ? 


7... Bằng phương pháp toạ độ, làm thế nào để tính khoảng cách : 

a) Từ một điểm đến một mặt phẳng ; 

b) Từ một điểm đến một đường thẳng ; 

c) Giữa hai đường thẳng chéo nhau ; 

d) Giữa hai đường thẳng song song ; 

e) Giữa hai mặt phẳng song song ; 

ø) Giữa đường thẳng và mặt phẳng song song với đường thăng đó ? 
§. Trong mỗi trường hợp sau, làm thế nào để xác định toạ độ của điểm : 

a) Là hình chiếu của một điểm trên một mặt phẳng cho trước ; 

b) Là hình chiếu của một điểm trên một đường thẳng cho trước ; 


c) Đối xứng với một điểm cho trước qua một mặt phẳng cho trước ? 


III - Bài tập 
1. Cho bốn điểm A(1 ;6; 2), ð(4;0;6),C(Š;0;4),D(5;1;3). 
a) Chứng minh rằng bốn điểm đó không đồng phẳng. 
b) Tính thể tích tứ diện ABCD. 
c) Viết phương trình mp(BC?D). 
đ) Viết phương trình mặt cầu tâm A tiếp xúc với mp(BCD). Tìm toạ độ 
tiếp điểm. 
2. Cho hai điểm A(1 ; —1 ;—2), 8Q ; 1; 1) và mặt phẳng (P):x— 2y+ 3z —- 5 =0. 
a) Tìm toạ độ điểm A” đối xứng với điểm A qua mp(P'). 
b) Tìm góc giữa đường thẳng AB và mp(P). 
c) Viết phương trình mặt phẳng (Ó) đi qua A, B và vuông góc với mp(P). 
d) Tìm toạ độ giao điểm 7 của đường thẳng AB và mp(P). Viết phương trình 
đường thẳng A nằm trong (P), đi qua 7 và vuông góc với AB. 
3. Cho đường thẳng ở và mp(P) có phương trình : 


sử 
nàn: Sài 
I1 
độ vn" (P):x—3y+z—1=0. 


Z=í 
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a) Viết phương trình đường thẳng đ' là hình chiếu vuông góc của đ trên 
mp(?'). 
b) Viết phương trình đường thăng đ; là hình chiếu song song của đ trên 
mp(?) theo phương Øz. 
c) Viết phương trình đường thẳng đi qua gốc toạ độ Ó, cắt đ và song song 
với mp(P'). 

4. Cho điểm A(2; 3; 1) và hai đường thẳng : 


x=-2-f 
đị:y=2+f và  đ; he ^=ƒ 
z = 2{ 


a) Viết phương trình mp(P) đi qua A và đ¡. 
b) Viết phương trình mp(Ó) đi qua A và đ¿. 
c) Viết phương trình đường thẳng đ đi qua A, cắt cả đ¡ và đ;. 
đ) Tính khoảng cách từ A đến đ;. 
5. Cho hai đường thẳng : 


x=l+í 
d T2 và đ :y=-2+f 
z=3-f 


a) Chứng minh hai đường thăng đó chéo nhau. Tính góc giữa chúng. 

b) Tính khoảng cách giữa đ và đ. 

c) Viết phương trình đường vuông góc chung của đ và đ”. 

d) Viết phương trình đường thẳng song song với Óz, cắt cả đ và đ”. 
6. Cho hai đường thẳng : 


x=7+3/ 
: z & ,,X—]l_ y+2_z-5 
đ:4y=2+2t và TW DEN 
z=l-— 2í 


a) Chứng minh rằng đ và đ“ đồng phăng. Viết phương trình mặt phẳng (P) 
chứa chúng. 
b) Tính thể tích hình tứ diện giới hạn bởi mp(P) và ba mặt phẳng toạ độ. 


c) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện nói trên. 
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19. 


Cho hai đường thẳng : 
x=í x=2+ứ/ 
#333 và đ :4y=l-f' 
z=Õ+ƒ PC 2T 0. 


a) Chứng minh rằng đ, 4ˆ chéo nhau và vuông góc với nhau. 

b) Viết phương trình mp(P) đi qua đ và vuông góc với đ”, phương trình 

mp(Ó) đi qua đ” và vuông góc với đ. 

c) Viết phương trình chính tắc của đường vuông góc chung của đ và đ”. 

Cho hai mặt phẳng (P) và (Ó) lần lượt có phương trình : 
(P):2x—y+z+2=0 và (Q):x+y+2z—-1=0. 

a) Chứng minh rằng (P) và (Ó) cắt nhau. Tìm góc giữa hai mặt phẳng đó. 

b) Viết phương trình đường thẳng đ đi qua A(I ; 2 ; -3), song song với cả 

(P) và (Ó). 

c) Viết phương trình mp(#) đi qua B(-I1 ; 3 ; 4), vuông góc với cả (P) và (Ó). 

Cho mặt cầu (S) có phương trình : x“ + y” + z”— 2x— 4y — 6z =0. 

a) Tìm toạ độ tâm mặt cầu và tính bán kính mặt cầu. 

b) Tuỳ theo giá trị của k, hãy xét vị trí tương đối của mặt cầu (S) và mp(P) với 

(P):x+y—z+k=0. 

c) Mặt cầu cắt ba trục Óx, Óy, Óz lần lượt tại ba điểm A, B, C khác với gốc 

toạ độ Ó. Viết phương trình mp(ABC). 

d) Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (5) tại điểm Ö. 

e) Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) và song song với 

mặt phẳng (Ó) có phương trình 4x + 3y — 12z - I =0. 

Cho hình lập phương ABCD.A“B'C”D' có cạnh bằng 1. Trên các tia AA', AB, 

AD (có chung gốc 4), lần lượt lấy các điểm M, N, P khác A sao cho 

AM =m, AN =ñn và AP =bp. 

a) Tìm sự liên hệ giữa m, n và p sao cho mp(MNP) đi qua đỉnh C” của hình 

lập phương. 

b) Trong trường hợp mp(MNP) luôn đi qua C7, hãy tìm thể tích bé nhất của 

tứ diện AMfNP. Khi đó tứ diện AMNP có tính chất gì ? 


III 


IV - Câu hồi trắc nghiệm 


1. 
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Cho ba điểm M(2;0;0). N(0;-—3;0), P(0;0; 4). Nếu MNPO là hình 
bình hành thì toạ độ của điểm Ó là 


(A) (-2;-3; 4) : (Œ) (3;4:2) : 

(O (2;3:4) ; (D) (-2;-3; -4). 

Cho ba điểm A(I : 2;0), B(1;0 : -1), C(0; —1; 2). Tam giác ABC là 
(A) Tam giác cân đỉnh A ; (B) Tam giác vuông đỉnh A ; 

(C©) Tam giác đều ; (D) Không phải như (A), (B), (C). 


Cho tam giác ABC có A = lh 0; 1), B= (0: 27 SII CŒ= (5; 1; 0). Độ dài 
đường cao của tam giác kẻ từ € là 

(C) ve : (D) 26. 

Ba đỉnh của một hình bình hành có toạ độ là (I HH I2 Hi 4).(6 v1 DỊ: 
Diện tích của hình bình hành đó bằng 


(A) V26 ; () 


Đ 5 
Cho A(1;0;0), 8(0;1;0), C(0;0; 1) và D(—2;1; —1). Thể tích của tứ 
diện ABCD là 


(A) 283 ; (B) V83 ; (C) 83; 


đà 
3 » 
Cho A(-1;—2 ;4), B(—-4;—2 ;0), C(3;—2 s) và DT;1; 1). Độ dài 
đường cao của tứ diện ABŒC?D kẻ từ đỉnh DÐ là 


(A)1; (B)2; (C) (Đ) 3. 


(A)3; (B)1; (C)2: (Đ) 3. 


Cho bốn điểm A(1;1;1), B(1; 2; 1), C{I;1; 2) và ;9)491192-8))15 Tâm 7 


của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABC? có toạ độ : 


Záv ch S13 29/0 | 
(A) [Š: 3:3) ® (Š:š:3]: 


(0. 20307 (D) (3;-3 :3). 


8. 


19. 


Bán kính của mặt cầu tâm /(3 ác -4), tiếp xúc với trục Óy bằng 


Tờ (B)4: 

(v5; (Ð) ni 

Mặt cầu tâm /(2;1; —1), tiếp xúc với mặt phẳng toạ độ (Øyz) có phương 
trình là 

(A)(x-2)”+(y-1+(z+ 1ƒ =4; 

®) (x-2)”+(y_-H +(z+1) =1; 

(Œ@ (x+2}“ +(y+1  +(z-1U =4; 

®) (x+2)Ï +(y- Đ” +(z+ 1 =2 


Cho ba điểm A(I th 2), B(-I1 nh 2) và C{(-1 HH 3). Mặt phẳng (ABC) 
có phương trình là 


(A) >x+2y+2z—-3=0; (B)x—-2y+3z-3=0; 


(C x+2y+2z—-9=0; (D) x  +2y+2z+9=0. 


11. Cho ba điểm A(I ;0; 0), B0 "àn 0) và c(0 ;0; 3). Phương trình nào sau 


đây không phải là phương trình mặt phẳng (ABC ) ? 


(A)x+Ÿ+2 =1: (B) 6x+3y+2z—-6=0; 
(C 6x+3y+2z+6=0; (D) 12x+6y+4z—12 =0. 


12. Cho hai điểm A(I ;3— 4) và B(-1 3 2) . Phương trình mặt phẳng trung 


trực của đoạn AB là 
(A) 4x+2y—12z-—17=0; (B) 4x+2y+12z—17=0; 
(CO 4x—-2y—-12z—17=0; (D) 4x_— 2y +12z + 17 =0. 
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13. Cho A(z;0;0), B(0;b;0), C(0;0;c), a, b, c là những số dương thay 
đổi sao cho L+ h sa, Mặt phẳng (ABC) luôn đi qua một điểm cố 
a C 
định có toa độ là 


231005031 B) (2; n. 


(©[š:š:3): xo :~3i~ 3 
14. Cho điểm A(—I;2;1) và hai mặt phẳng (P): 2x + 4y—6z—5 =0 và 
(@): x + 2y — 3z = 0. Mệnh đề nào sau đây là đúng ? 
(A) mp(Ø) đi qua A và song song với (P) ; 
(B) mp(Ø) không đi qua A và song song với (P) : 
(Ø) 
(9) 


(C) mp đi qua A và không song song với (P) : 


(D) mp không đi qua A và không song song với (P). 


15. Cho điểm A(I H7: -5). Gọi M, N, P là hình chiếu của A trên ba trục 
Ox, Oy, Óz. Phương trình mặt phẳng (MNP) là 


DẠNG x BÀ ki xe sở 
(A)x+5 s 1-: ()x+?2+E 1; 

2Á 22 sa (5ê bán ca 
(Ox+5 s 0; @®)x+5 TRE 0. 


16. Cho mặt câu (S): 37 4ÿ2 dữ -2(x+y+z)-22=0 và mặt phẳng 
(P) :3x — 2y + 6z + I4 =0. Khoảng cách từ tâm 7 của mặt cầu (S) tới mặt 
phẳng (P) là 
(A)1; (B)2; (C) 3; (D) 4. 

17. Mặt phẳng (P) cắt ba trục Óx, Óy, Óz tại A,B,C; trọng tâm tam giác ABC 
là G(—1; — 3; 2). Phương trình mặt phẳng (P) là 
(A)x+y—-z-5=\0; (B) 2x-3y-z_—-1=0; 


()x+3y-2z+1=0; (D) 6x+2y— 3z +l18=0. 
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18. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'Ð' 
có cạnh bằng 1. Gọi #⁄ là trung điểm 
của cạnh ĐC. Tính khoảng cách từ A tới 
mặt phẳng (A'MD). 


Một học sinh làm như sau : 


Bước T. Chọn hệ trục toạ độ như hình 70. 
Kéo dài DM cắt AB tại E. Khi đó 


A=(0;0;0),=(2;0;0), 


Hình 70 


D=(0;1;0),A'=(0;0;1). 
Bước 2. Viết phương trình mặt phẳng (A'MD) : 
+1=1€@x+2y+2z~2 =0. 


Bước 3. Khoảng cách d(A, (A'MD)) = ha =': 
+4+ 


Bài giải trên đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 
(A) Đúng ; (B) Sai ở bước l ; 
(C) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 
19. Cho hai điểm A(I ;—Ï; 5) và B0 ;0; 1). Mặt phẳng (P) chứa A, B và 
song song với @y có phương trình là 
(A) 4x-z+1=0; (B) 4x+y-z+1=0; 
() 2x+z—5=\0; (D) y+4z—1=(0U. 


20. Mặt phẳng (P) chứa trục Óz và điểm A(2 yằƒ3; 5) có phương trình là 
(A) 2x+3y=0; (B) 2x_-3y=0Ú; 
( 3x+2y=0; (D) 3x—-2y+z=0. 
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21. 


22. 


23. 


24. 


Cho mặt phẳng lời, có phương trình x— y—1 =0. Điểm H(2; -1; —2)là 
hình chiếu vuông góc của gốc toạ độ Ó trên một mặt phẳng (0). Góc giữa 


hai mặt phẳng (P) và (@) bằng 


(A) 30Ẻ ; (B) 45” ; (C) 60° ; (D) 90. 
sở ` ` 3 * M m' 
Cho điểm A(I BE 3) và đường thăng đ : EWOIOETIES2 tà. 
Phương trình mặt phẳng (A,đ) là 
(A) 23x+17y-z+14=0; (B) 23x—-lI7y—-z+14=0; 
(C 23x+17y+z—60 =0; ID 212109 106s14:50: 
x=2/ 
Cho hai đường thẳng đ) : —— =3“ + và dy:4y=1+4i 
z= 2 +Ốt. 
Khẳng định nào sau đây là đúng ? 
(A) đi.d; cắt nhau ; (B) đ.d› trùng nhau ; 
(C) dị; : (D) 4¡„d; chéo nhau. 
x=l+í 
Cho mặt phẳng (#z): x+3y+z+1=0 và đường thắng đ: 4y =2—í 
z=2-šä. 
Toạ độ giao điểm A của đ và (z) là 
(A)AG;0;4); (B) A;-4; 0) ; 
(C)A(-3;0;4); (D)A(3;0;—4). 


x=2/ 


25. Cho đường thẳng đ : 4y = 1—í 
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z=2+t. 


Phương trình nào sau đây cũng là phương trình của đường thẳng đ ? 


x=2-2í x=4-2/ 
(A) ‡y =-f (B)4y=-l+í 
z=3+t;, z=4-t; 
x=4+2/ T= 
() $y=l-—f (D) y=l+í/ 
z=4+t;, z=2 +t. 


26. Cho hai điểm A(2 Ti, -1), BI H221 4) và ba phương trình sau : 


Si c 


x=2-f x=l-f 
(49% 6<3=2 qD 2= =2”; ID y=2-~¡ 
z=_-l+5f; z=4+5t. 


Mệnh đề nào sau đây là đúng ? 

(A) Chỉ có (1) là phương trình của đường thẳng AP ; 

(B) Chỉ có (II) là phương trình của đường thẳng AB ; 

(C) Chỉ có (I) và (H) là phương trình của đường thẳng AB ; 

(D) Cả (), đD) và (II) đều là phương trình của đường thẳng AB. 


Cho ba điểm A(I BS 2),B{ 2i 1),C{ „1; 3): Viết phương trình đường 
thẳng A đi qua trọng tâm G của tam giác ABC và vuông góc với mp( ABC ) ` 


Một học sinh làm như sau : 
na 


#g@ =“——T— 1 
: 4 D : SP) š 35#21+1 
Bước T. Toạ độ trọng tâm Ở của tam giác ABC là 4 yợ = =:.aac 2 
2+l+3 
= B3 


Bước 2. Vectơ pháp tuyến của mp (ABC) là n= |4, AC] = (-3 ;Ỉ; 0). 


Bước 3. Phương trình tham số của đường thẳng A là 


x=l-3/ 
y=2+í 
z=.2. 
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28. 


29. 


30. 
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Bài giải trên đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 

(A) Đúng ; (B) Sai ở bước l ; 

(©) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 

Gọi đ là đường thăng đi qua gốc toạ độ Ó, vuông góc với trục Óx và vuông 


x=l+í 
góc với đường thắng A : 4y =2—í 


z=l-äi. 
Phương trình của đ là 
x=í Ä 
(A) ‡y =3 (B) $y = -3/ 
Z =-í; Z =-Í;) 
x=0 
T2 cau =. 
(T=Ÿ=: (D) y = -3/ 
=Í. 
x=3+Á4i 
Cho đường thẳng đ : 4y =—l— và mặt phẳng (P) : x +2y-— z +3 =0. 
z=4+2/ 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) đ song song với (P) ; (B) đ cắt (P) ; 
(C) đ vuông góc với (P) ; (D) đ nằm trên (P). 
x=6-Á4í 
Cho điểm A(I bội l) và đường thẳng đ: 4y = —2 —í 
z=-l + 2t. 
Hình chiếu của A trên đ có toạ độ là 
CÀ 271 23LÌ5 (B)(2;-3;-—1); 
(.(27571):2 (D) (—-2;3; 1). 


31. Cho tứ diện ABCD có A(1;0;0), B(1;1;0), C(0;1;0) và D(0;0; 2). 
Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AC và BD. 
Một học sinh làm như sau : 


Bước 1. AC =(—1;1;0), BD =(—1;—1:2), AB =(0;1;0). 


Bước 2. | AC,.BĐ | = (2 : 2 : 2). 


Bước 3. d(AC,BD) = ——= = , 


Bài giải trên đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 


(A) Đúng ; (B) Sai ở bước l ; 
(CO) Sai ở bước 2 ; (DĐ) Sai ở bước 3. 
32. Cho |Z| = 2, |ÿ| = 1, (/.Y) = 3: Góc giữa vectơ ÿ và vectơ 1 — ÿ bằng 
(A) 307 ; (B) 45° ; (C) 602 ; (D) 900. 
33. Cho lữ| = 2, || = 5, (07,ÿ) = ¿. Độ dài vectơ [Z, 7] bằng 


(A) 10; ()5; (C) 8; (D) 53. 
34. Mặt phẳng 2x - 3y + z — 1 =0 cắt các trục toạ độ tại các điểm : 
(A)|[‡:0;0|.[0;—+;0|.(0;0;1): 
bề H ° ° 3” ° ° ° ở 
| 
B 1: # `... % -1Ì: 
(®) (1:0:0).|0: 3:0}, (0:0: 1): 


(C) (2:0:0].[0:3:0).(0:0:1): 
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35. 


36. 
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9 


XE cú 
Cho đường thẳng đ : 4 y = 57 
": 

PS +3 


và mặt phẳng (P) :3x—2y+3z—1=0. Gọi đ là hình chiếu của ở trên (P). 
Trong các vectơ sau, vectơ nào không phải là vectơ chỉ phương của đ“? 

(A) (5;—-51;-39) ; 
(B) (10;—102;—78) ; 
(C) (—5; 51; 39) ; 
(D)(S; 51; 39). 


Cho hình lập phương AB5CD.A'B'C'D' 
có cạnh bằng 1. Gọi ẤM, N, P lần lượt là 
trung điểm của A'B', BC, DD'. Chứng 


minh rằng AC" L (MNP). 
Một học sinh làm như sau : 


Bước I. Chọn hệ trục toạ độ như ở hình 71. 


Khi đó A =(0;0;0),C'=(1; L1 


„2 AC nã. ii. _ | | 
Bước 2. AC'=(I;1;1 =l>:>:- ¬—.. 
ước 2. AC'"=(L;1;1), MN lš:3: I), MP [ TT ) 


= AC' L1 mp(MNP). 
Bài giải trên đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 


(A) Đúng ; (B) Sai ở bước l ; 
(CO) Sai ở bước 2 ; (Đ) Sai ở bước 3. 


x=0 
37. Cho đường thẳng đ: 4 y = / 
z=2-t. 


Phương trình đường vuông góc chung của đ và trục Óx là 


x=l x=0 
(A)$y =í (B) ‡y= 2¡ 
z=; Z =í; 
=0 x=0 
() ‡y=2-í (D) $y=í 
Z =fÍ; =Í 


38. Cho mặt phẳng (P) : x—2y— 3z +14 =0 và điểm M(1;—1;1). Toạ độ 


của điểm M' đối xứng với #⁄ qua mp((P) là 


(A) (_—1:3:7); (B(1;-3;7); 
(2532) (D) (2:-1;1). 
x=l+2/ 
39. Cho điểm A(0;—1; 3) và đường thẳng đ : ‡y = 2 
zZ =_-Í. 


Khoảng cách từ A đến đ bằng 
(A) 43 ; (®) V14 ; (C) v6 ; (D) 8. 

40. Cho điểm M(-I R 3). Gọi MịỊ, Mạ, Ms lần lượt là điểm đối xứng của 
Mĩ qua các mặt phẳng (Oxy).(Oxz).(Oyz) . Phương trình mp(MỊMaM) là 
(A) 6óx+2y+3z+6=0; (B) óx-2y+3z+6=0; 

(Œ 6x—-3y+2z+6=0; (D) óx—-3y—-2z+6=0. 
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4I. 


Cho mặt cầu (Š): (x =1” +(y+3)“ +(z— 2)“ = 49. Phương trình nào 
sau đây là phương trình của mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S ) ? 

(A) 6x+2y+3z=0; (B) 2x+3y+6z_-5=0; 

( 6x+2y+3z—-55=0; (D) x+2y+2z—-7=0. 


42. Cho mặt cầu (S) : x” + y” + zˆ ~ 2x ~ 4y ~ 6z = 0. Trong ba điểm (0 ; 0; 0), 


(1;2;3),(2; —1; —1), có bao nhiêu điểm nằm trong mặt cầu (S) 2 


(A)0; (B)1; (C) 2; (D) 3. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


I- Bài tập tự luận 


1. 
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Cho hình lăng trụ A5Œ.A 5C” với cạnh bên không vuông góc với mặt đáy. 
Gọi (ø) là mặt phẳng vuông góc với các cạnh bên của hình lăng trụ và cắt 
chúng tại P, Ó, £. Phép tịnh tiến theo vectơ AA' biến tam giác PÓOR thành 
tam giác P@'. 

a) Chứng minh rằng thể tích V của hình lăng trụ đã cho bằng thể tích của 
hình lăng trụ POR.P'@®. 

b) Chứng minh rằng V = Š PoR-AA`, trong đó Spoạ là diện tích tam giác PQR. 
Cho tứ diện ABCD có thể tích V. Hãy tính thể tích của hình tứ diện có đỉnh 
là trọng tâm các mặt của tứ diện đã cho. 

Cho hình hộp ABCD.A 8Œ“ có thể tích V. Hãy tính thể tích của tứ diện ACB?“ 
Chứng minh rằng trung điểm các cạnh của một hình tứ diện đều là các đỉnh 
của một hình tám mặt đều. Hãy so sánh thể tích của tứ diện đều đã cho và 
thể tích của hình tám mặt đều đó. 

Cho hình vuông ABC? nội tiếp đường tròn (Ó ; ®). Gọi .⁄ là hình gồm các 
điểm của hình tròn (Ó ; R) nhưng không nằm trong hình vuông. Tính thể 
tích hình tròn xoay sinh bởi hình .⁄ khi quay quanh đường thẳng chứa một 
đường chéo của hình vuông. 


Cho lục giác đều ABCDEF cạnh a. 

a) Tính thể tích hình tròn xoay sinh bởi lục giác đó khi quay quanh đường 
thắng AD. 

b) Tính thể tích hình tròn xoay sinh bởi lục giác đó khi quay quanh đường 
thẳng đi qua trung điểm của các cạnh AB và DE. 

Cho hình trụ có bán kính # và đường cao R2. Gọi AB và CD) là hai đường 
kính thay đổi của hai đường tròn đáy mà AB vuông góc với CD. 

a) Chứng minh rằng ABC? là tứ diện đều. 

b) Chứng minh rằng các đường thẳng AC, AD, BC, BD luôn tiếp xúc với 
một mặt trụ cố định (tức là khoảng cách giữa mỗi đường thẳng đó và trục 
của mặt trụ bằng bán kính mặt trụ). 

Trong không gian toạ độ Oxyz, cho các điểm A(1 ; 5 ; 3), B(4 ; 2; -5), 
CC; 5 ; —]) và D(I ; 2; 4). 

a) Chứng tỏ rằng bốn điểm A, B, C, D không đồng phẳng. 

b) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm A, B, C, D. Xác định tâm 
và tính bán kính của mặt cầu đó. 

c) Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm A, B, € và tìm khoảng cách 
từ điểm D tới mặt phẳng đó. 

d) Viết phương trình mặt phẳng vuông góc với CD và tiếp xúc với mặt cầu (5). 
e) Tìm bán kính các đường tròn giao tuyến của mặt cầu (ŠS) và các mặt 
phẳng toạ độ. 

Trong không gian toạ độ Oxyz, cho đường thẳng A có phương trình 


x—l_ y+l_ z 
SG 


a) Viết phương trình hình chiếu của A trên các mặt phẳng toạ độ. 

b) Chứng minh rằng mặt phẳng x + 5y + z + 4 = 0 đi qua đường thẳng A. 

c) Tính khoảng cách giữa đường thẳng A và các trục toạ độ. 

d) Viết phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng A và 
Ä ':x=y=#, 


e) Viết phương trình đường thẳng song song với Óz, cắt cả A và A'. 
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19. 


11. 


12. 


Trong không gian toạ độ OØxyz, cho hai điểm A(I1 ; —1 ; 2), B(2;0; 1). 
a) Tìm quỹ tích các điểm j sao cho MA? - MB = 2. 

b) Tìm quỹ tích các điểm N sao cho NA + NB” =3. 

c) Tìm quỹ tích các điểm cách đều hai mặt phẳng (ÓAB) và (Oxy). 


Trong không gian toạ độ Oxyz, cho đường thẳng A có phương trình 


x=l+ưií 
y=l+ửbi 
Zz=5+Cí 


trong đó a,b,c thay đổi sao cho c7 = a” + b. 

a) Chứng minh đường thẳng A đi qua một điểm cố định, góc giữa A và Óz 
là không đổi. 

b) Tìm quỹ tích giao điểm của A và mp(Óxy). 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A BC D' với AB = a, BC = b,CCˆ = c. 

a) Tính khoảng cách từ điểm A tới mp(A“BD). 

b) Tính khoảng cách từ điểm A' tới đường thẳng CD. 

c) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng BC” và CD”. 


II - Câu hồi trắc nghiệm 


1. 
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Cho ⁄ là hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Xét các mặt phẳng : (SAC), 
(SAB), (SBD), (ABC), (SOD), trong đó T là trung điểm của AB, Ó là tâm hình 
vuông ABCD. Trong các mặt phẳng đó, có bao nhiêu mặt phẳng là mặt 
phẳng đối xứng của ⁄ ? 

(A)1; (B)2: (C) 3: (Ð)4. 

Gọi .⁄/là lăng trụ lục giác đều ABCDEF.A'BCD'ETF“. Xét các mặt phẳng : 
mp(1A”D), mp(4CA?, mp(ABB?, mặt phẳng trung trực của 2D”, mặt phẳng 
trung trực của 4A. Trong các mặt phẳng đó, có bao nhiêu mặt phẳng là mặt 
phẳng đối xứng của ⁄ ? 

(A)1; (B)2; (©) 3; (D) 4. 


Cho khối lăng trụ tam giác ABC.A'BC', M là trung điểm của cạnh AB. 
Trong các đăng thức sau đây, đẳng thức nào sai ? 


(A) VAg€ = VMA'BC' : (B) VApcc: = ỨAbCC: : 


1 
(C) VtAgC: = VAzABC : (D) VựA:gec: = 2 VAA'BC - 


Cho khối lăng trụ tam giác ABC.A“B“C”. Trong các đẳng thức sau đây, đẳng 
thức nào sai ? 


1 1 
(A) VApcŒ: = 3 YABC.A'EC' ; (B) VA ppC°c = 2 YABC.A'BC 


(C) VA“gccø' = 2VAAsc : (D) VC.ApBA: = ŸC”.ABBA'- 

Cho khối chóp tứ giác S.ABCD và các điểm A“, B', C”, D' lần lượt nằm trên 
các đường thẳng SA, SB, SC, SD nhưng không trùng với S. 

Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 


VyeApC _ SA SB SC., 


A =.. 
CÀ) Đo SA” SB”C" 


Ý$ ABCD _ 8Á 5B &C 5D , 


B ““ ... 
CB) Ty  mep SA SB SC” SP 


_YS.ABCD_ _ SA, SC „ SB _ SD . 
Veaiseiwr.9E” SG” “J5” (VI ” 


(©) 


VsAscp _ SA „ SE, §C „ SD, 
Elsornuje. SA, "SH", SGP "49D 


(D) 


Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Hình lăng trụ nội tiếp một mặt cầu nếu đáy của nó là đa giác nội tiếp ; 
(B) Hình lăng trụ nội tiếp một mặt cầu nếu tất cả các mặt của nó đều là đa 
giác nội tiếp ; 

(C) Hình lăng trụ nội tiếp một mặt cầu nếu có mặt bên vuông góc với 
mặt đáy ; 

(D) Đa diện nội tiếp một mặt cầu nếu các mặt của nó đều là đa giác nội tiếp. 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Đường tròn đi qua ba điểm phân biệt nằm trên mặt cầu thì nằm hoàn 


toàn trên mặt cầu ; 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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(B) Có duy nhất một mặt cầu đi qua 4 đỉnh của một hình thang cân cho trước ; 
(C© Hình chóp có đáy là hình thang vuông luôn luôn nội tiếp một mặt cầu ; 


(D) Cả ba mệnh đề trên đều sai. 


Cho khối trụ có bán kính z^/3 và chiều cao 2zA/3. Thể tích của nó là 
(A) 4na)V2 ; (B) 973 ; 
(C) 6xa A3 ; (D) 6xa74J3. 


Đáy của một hình chóp là hình vuông có diện tích bằng 4. Các mặt bên của 
nó là những tam giác đều. Diện tích toàn phần của hình chóp là 


(A) 4+4 ; (B)8; 
(C) l6; (D) 4+442. 


Một hình nón có đường sinh bằng / và bằng đường kính đáy. Bán kính hình 
cầu nội tiếp hình nón là 


l N 
(A) 3i : (B) NT. Ặ 

"TY" 3 
(C) nn Là (D) 1t 


Một hình cầu có thể tích bằng Ti nội tiếp một hình lập phương. Thể tích của 
hình lập phương đó bằng 
(A)8; (B) 4m; (G1; (D) 23. 


Cho hình chữ nhật có hai đỉnh A(—2 ; 3 ; 0), 8(2 ; 3 ; 0) và một cạnh nằm trên 
trục Óx. Khối tròn xoay sinh bởi hình chữ nhật đó khi quay quanh trục Óy có 
thể tích là 


(A) Ốn? : (B) 12; (©) 121; (D) =. 


Cho hai vectơ (1 ; 0; 2) và (0 ; —l; 1). Trong các vectơ sau, vectơ nào 


cùng phương với [#, ở] ? 
(A) đ(;1;1); (B) b(2;1;1); 


(Œ  Z(0;1;-1); (y. 4Ø ;5;=1ÿ 


14. Cho tam giác ABC có diện tích bằng 6 nằm trong mặt phẳng (ø) có phương 
trình 2x — 2y + z + 5 = 0. Thể tích hình chóp S.ABC với § = (I ; 1; 1) bằng 


(A) 346 ; () 12/2; 
() 8; (D) 4. 
15. Mặt cầu tâm /(6 ; 3 ; —4), tiếp xúc với trục Óx có bán kính là 
(A) 5: () 23; 
(443; (D) 4. 
x=l+2/ 


16. Cho đường thẳng đ có phương trình 4 y = 2 — í 
z=3+í. 


Phương trình tham số nào sau đây cũng là phương trình của đ ? 


x=l+í x=3+4 
(A)‡y=2-—f (B) ‡y=l—-2/ 
z=3+f z=4+2/ 
TC ải x=l+2 
() y=l-—f (D) $y=2+í/ 
z=2+f z=3-t. 
x=l+í x=l+2/ 
17. Cho hai đường thẳng đ: 4y = 2 + và đ':4y =-l+2/'. Khi đó : 
z=3-f z=2-2/' 
(A) đcắt 4"; (B) dtùng đ'; 
(C) đ và đ' chéo nhau ; (D) đsong song với đ'. 


18. Cho mặt phẳng (P) và mặt cầu (S) có phương trình 
(P):3x+4z+12=0;  (§):x2+y2+(z-2}” =1. 
Khi đó : 
(A) mp(?) đi qua tâm mặt cầu (S) ; 


(B) mp(P) tiếp xúc với mặt cầu (6S) ; 
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19. 


20. 


21. 


22. 
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(C© mp(?) cắt (S) theo một đường tròn ; 
(D) mp(P) không cắt (S). 
Toạ độ hình chiếu vuông góc của điểm 4⁄(2 ;0; 1) trên đường thẳng 


là 


(A) (I;022);: -(B)ì(2/2/3);. (ï(07~2;:1)3- (ĐỊỹ[ 1:34:70): 


x=l+2/ 
Cho hai đường thẳng Zđ: y=-1~t và dị X2 = TẾ =2 TỶ, 
ÿ.=1 
Khoảng cách giữa đ và đ"' là 
v6 v14 
A) —;: Bì é¿ 
(A) 27 () SG. 
Ï 
(Ge (D) 42. 
46 
x=l+í x=0 
Cho hai đường thẳng đ : 4 y = 0 và đ':4y=4-2r' 
Z=-5+f z=5+3/.. 


Phương trình đường vuông góc chung của đ và đ' là 


x=4+2/ x=4-í 
(A)‡$y =3i (B) +y =3/ 
z=-2+2¡ z=-2+í 
x-4_y_ z-2, x-4_y_ z+2 
Nó, 5m... x.ẽ (D) s27 ^ A2 * Ốc.” 


Cho mặt phẳng (P): mx + y + (n— 2)z+m+ 2 =0. Với mọi m,n, mặt 


phẳng (P) luôn đi qua điểm cố định có toạ độ là 
(A)(1;2;0); ®) (2;1;0); 


(€C) (0;1;—-2); (D) (_-1:-2 ;0). 


23. Cho mặt cầu (S): x” + y” + z” — 2x~ 4y — 4z =0. Mặt phẳng tiếp xúc với 
(S) tại điểm A(3 ; 4; 3) có phương trình : 
(A) 4x+4y—2z—I7=0; (B) 2x+2y+z_—-17=0; 
() 2x+4y+z_—-17=0; (D) x+y+z_—I17=0. 


III - Một số đề kiểm tra 
ĐỀ I 
Câu 1. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng ø và cạnh bên 
bằng zV2. 
a) Tính thể tích của hình chóp đã cho. 
b) Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. 


c) Gọi A” và C” lần lượt là trung điểm của hai cạnh SA và S$C. Chứng minh 
rằng hai hình chóp A”.ABCD và C”.CBAD bằng nhau. 


Câu 2. Trong không gian toạ độ Oxyz, cho các điểm A(4 ; -1 ; 2), B(1 ; 2; 2) 
và C(1 ; —1; 5). 
a) Chứng minh rằng AĐØC là tam giác đều. 
b) Viết phương trình mp(ABC). Tính thể tích khối tứ diện giới hạn bởi 
mp(ABC) và các mặt phẳng toạ độ. 
c) Viết phương trình trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
đ) Tìm toạ độ điểm Ð sao cho ABC?D là tứ diện đều. 


ĐỀ II 
Câu 1. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng z. Gọi B, C”, D“ lần lượt là trung 
điểm của các cạnh AB, AC và AD. 


a) Chứng minh rằng sáu điểm B, C, D, B', C7, D' nằm trên một mặt cầu. 
Tính bán kính của mặt cầu đó. 


b) Tính thể tích khối chóp D.BCC B.. 
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Câu 2. Trong không gian toạ độ Oxyz, cho các điểm A(2 ; 0; 0), A6; 0; 0), 
B(@;3;0),B(0; 4; 0), C(@;0;4),C(0;0; 3). 


a) Viết phương trình mặt cầu đi qua bốn điểm A, A”, B8, C. Chứng minh 
rằng Ö' và C” cũng nằm trên mặt cầu đó. 

b) Chứng minh rằng trực tâm #J của tam giác ABC, trọng tâm Ø của tam 
giác A'B'C” cùng nằm trên một đường thẳng đi qua Ó. Viết phương trình 
đường thẳng đó. 


c) Tính khoảng cách từ điểm Ó tới giao tuyến của mp(1BC”) và mp(A'B8“C). 


ĐỀ III 


Câu 1. Cho hình hộp ABCD.A'B CD”. Gọi N là điểm nằm trên cạnh AB và (2ø) 
là mặt phẳng đi qua ba điểm D, N, B.. 


a) Mặt phẳng (ø) cắt hình hộp đã cho theo thiết điện là hình gì ? 

b) Chứng minh rằng mặt phẳng (2) phân chia khối hộp đã cho thành hai 

khối đa diện .⁄4 và .⁄⁄¿ bằng nhau. 

c) Tính tỉ số thể tích của khối đa diện .⁄4 và thể tích của khối tứ diện AA'BD. 
Câu 2. Trong không gian toạ độ Oxyz, cho các điểm A(1 ; -3 ; —1) và B(—2; 1; 3). 

a) Chứng tỏ rằng hai điểm A và 8 cách đều trục Óx. 

b) Tìm điểm C nằm trên trục Óz sao cho tam giác ABC vuông tại C. 

c) Viết phương trình hình chiếu của đường thẳng AB trên mp(Óyz). 

d) Viết phương trình mặt cầu đi qua ba điểm O, A, B và có tâm nằm trên 

mp(Øxy). 
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HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ 


Chương I 


1. 


Gọi số cạnh và số mặt của khối đa diện 
lần lượt là € và M. Hãy chứng minh rằng 
3M = 2C. 


. Gọi số cạnh và số đỉnh của khối đa diện 


lần lượt là Œ và Ð. Hãy chứng minh rằng 
3Ð = 2C. 


. Gọi A là một đỉnh của khối đa diện. A là 


đỉnh chung cho ba cạnh AĐØ, AC, AD. Mặt 
chứa cạnh AB, AC phải là tam giác ABC. 
Tương tự các tam giác ACD, ADB đều là 
mặt của khối đa diện, suy ra mặt thứ tư là 
tam giác BCD. Từ đó suy ra kết quả bài toán. 


.. Khối hộp ABCD.A'B'C”D' được phân chia 


thành năm khối tứ diện : 


ABDA”,CBDC”,BAC B,DA'C, BDAC”. 


. Lấy điểm M nằm giữa A và B ; N nằm 


giữa € và D. Bằng hai mặt phẳng (MCD) 
và (NAB), khối tứ diện ABŒCD được phân 
chia thành bốn khối tứ diện. 


. 4) aC (P) hoặc a l (P). 


b)z//(P). 
c) a cắt (P) nhưng không vuông góc với (P). 
đ) Không có trường hợp nào. 


._a) Các mặt phẳng đối xứng của hình chóp tứ 


giác đều S.ABC?D là : (SAC), (SBD), các mặt 
phẳng trung trực của các cạnh AB và BC. 


b) Gọi M⁄, N, Ó lần lượt là trung điểm của 
các cạnh AB, BC, CA và Š là giao điểm của 
các cạnh AA'”, BB', CC” của hình chóp cụt 
tam giác đều ABC.A'#C' thì các mặt phẳng 
đối xứng của hình chóp cụt là : (SAN), 
(SBO), (SCM). 

c) Có ba mặt phẳng đối xứng là ba mặt 
phẳng trung trực của ba cạnh xuất phát từ 
một đỉnh của hình hộp chữ nhật. 


8. 


10. 


11. 


12. 


a) Lấy liên tiếp hai phép đối xứng qua 
mặt phẳng trung trực của cạnh AA” và mặt 
phẳng (BDD'B) hoặc sử dụng phép đối 
xứng qua tâm của hình lập phương. 


b) Lấy phép đối xứng qua mặt phẳng 
(ADCB). 


. Nếu phép tịnh tiến theo vectơ » biến hai 


điểm M, N lần lượt thành M',N' thì 
MM'=NN'"=y, do đó MN =M`N", suy 
ra MN=M`N'. 

Nếu phép đối xứng qua đường thẳng đ 
biến hai điểm M, N lần lượt thành M',N' 
thì MN+M'`N'=2HK (H và K lần lượt 
là trung điểm của MM và NN?) và 
MN-M`N'=N'N+MM'. Tù đó hãy 
chứng minh 


(MN+M'N')(MN-M'N')=0. 
Nếu phép đối xứng qua điểm Ó biến hai 
điểm M, N lần lượt thành M',N' thì 
OM +OM'=0 ON+ON'=0 
MN =-M'N', suy ra MN =M`N'. 


và nên 


a) Lấy hai điểm A, B lần lượt nằm trên (P) 
và (CQ) sao cho AB l(P). Khi đó, thực 
hiện liên tiếp hai phép đối xứng qua hai 
mặt phẳng song song (P) và (Ó) thì kết 
quả là phép tịnh tiến theo vectơ 2AB. 


b) Là phép đối xứng qua đường thẳng giao 
tuyến của (P) và (Ó). 


Dùng định nghĩa, tính chất của phép vị tự 
và tính chất của hai mặt phẳng song song. 


a) Dùng phép vị tự có tâm là trọng tâm 


» ¬ } Am... 1 
của tứ diện đã cho và tÍ số vị tự ĐÈ 


131 


b) Gọi M, N, P, O, R, S lần lượt là trung 
điểm các cạnh AB, CD, AC, BD, AD, BC 
của khối tứ diện. Hãy chứng minh 8 tam 
giác MPR, MRO. MOS, MSP, NPR, NRO, 
NQS, NSP là những tam giác đều. 


13. Giả sử SABCDS' là khối tám mặt đều. Hãy 
dùng tính chất : "Nếu các điểm cách đều 
hai điểm cho trước thì chúng nằm trên 
mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng nối 
hai điểm đó" và tính chất "Nếu một hình 
thoi nội tiếp được một hình tròn thì đó là 
một hình vuông”. 

14.Dùng định nghĩa và tính chất của khối 
tám mặt đều và của khối lập phương. 

15.a) Không thay đổi. b) Có thể thay đổi. 

c) Không thay đổi. 

16.Lấy M là một điểm nằm giữa € và D sao 
cho CM = kMD. Khi đó khối tứ diện 
ABCD được phân chia thành hai khối tứ 


điện ABCM và ABMD thoả mãn điều kiện 
bài toán. 


a3\2 


17. Vyecp AgCp: E 2 
1 x4 1 3 7 
§. Tin ¿dai Bé VI 
19.a) AC” = 3b. b) Min vụ =P)46. 
"vã 
đ N3 
20.4) Vạn, =— —‹ 


b) Chứng minh BC L AA' và từ đó suy ra 
điều phải chứng minh. 
2 
3 
ĐWỂU =5 Ji5+2. 
21.Tổng các khoảng cách từ M đến bốn mặt 


a6 


của tứ diện bằng sẻ 
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22. Tỉ số thể tích của hai phần bằng 1. 


23.Gọi H và H' lần lượt là hình chiếu của A 
và A' trên mặt phẳng (SBC). 


Hãy chứng minh : $, , ' thẳng hàng và 
sử dụng đẳng thức 


Ÿ§ ApC = VÀ sgC 
VS AC: VA¿ ggC” 


để suy ra công thức cần tìm. 


24.Gọi B, D' lần lượt là các giao điểm của 
mặt phẳng (P) với các cạnh $B và S%D. 
Khi đó AM, BD“, SO (O = AC  BD) 
đồng quy tại trọng tâm Ớ của tam giác 
SAC và B'Dˆ// BD. Từ đó sử dụng kết quả 
bài 23 để tìm ra đáp số của bài toán. 


25. Hãy chứng minh phép vị tự tỉ số k biến 
đường cao AH của hình chóp A.BCD thành 
đường cao A7 của hình chóp A.BŒ?D' và 
ATH'= |k|AH, Sycạ„ = K Spcp. 


Ôn tập chương I 


| 3 

|. VC App = EÊể › VC.gppg E "” 

2. Gọi Mĩ, N, 1,7, K, E lần lượt là trung điểm 
của các cạnh AB, BC, CC”, ?D,DA',A“A 
của khối hộp. Dễ thấy MN, EI, K7 đôi 
một song song và chúng lần lượt đi qua ba 
điểm thẳng hàng M, Ó, J (O là giao điểm 
của các đường chéo của hình hộp). Từ đó 
suy ra M, N, I, J, K, E nằm trên mặt 
phẳng (2ø) đi qua Ó. Khi đó, (ø) chia khối 
hộp thành hai phần là ảnh của nhau qua 
phép đối xứng tâm Ó. 

3. a) ADEF, ACEF, BDEF, BCEF. 

b) Sử dụng tính chất : Mặt phẳng qua một 
cạnh và trung điểm của cạnh đối diện của 
một tứ diện phân chia khối tứ diện thành 
hai khối tứ diện có thể tích bằng nhau. 


c) Nếu ABC?D là tứ diện đều thì nó có hai 
mặt phẳng đối xứng là (ABF), (CDE) và 
phép đối xứng qua trục #F biến tứ diện 


ADEF thành tứ diện BCEF. 
4. a) YABCAIBỊC, = Và .ABC T VẠ .BCCBỊ 
1 
=5 (a+b+c)S. 


1 
VÀ BC.A'BC = 
1711 3 


[(h—a)+(h—b)+(h—c)].S. 


b) VYABCA, BỊC, = Vy B.C,A'BC' 


<© 2(a+b+c)=3h. 


5. Gọi Vị là thể tích của phần chứa cạnh AA” 
và V¿ là thể tích phần còn lại. 


V, 
li 8 
Ú 5 


đa 


6. a) MT. “. 


b) Dễ thấy AB” L (SBC) > AB” L SC, mặt 
khác AC ˆL S{ > $C 1 (ABC). 


a” 


€) ỨC Apic: = 36 
Câu hỏi trắc nghiệm chương I 
1. (CO, 2. (D), 3. (D), 4. (B), 5. (D), 6. (D), 
7. (C), 8. (C), 9. (D), 10. (D), I1. (B), 
12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (C), 16. (C), 
17. (B), 18. (D), 19. (D), 20. (B), 21. (D), 
22. (A), 23. (C), 24. (A), 25. (B), 26. (C), 
27. (B), 28. (B), 29. (C), 30. (A), 31. (C), 
32. (D). 


Chương lÏ 


1. Tâm mặt cầu là trung điểm của AD. 


Bán kính mặt cầu là ®= _. +bˆ+c?. 


2. a) Mặt phẳng trung trực của AB. 

b) Khi A, B, C không thẳng hàng thì tập 
hợp cần tìm là trục của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC. Khi A, B, C thẳng 
hàng thì tập hợp phải tìm là Ø. 

c) Trục của đường tròn đã cho. 

d) Có. 

3. Cả a) và b) đều đúng. 

4. Đường tròn cố định phải tìm nằm trong 
mp(P) đi qua điểm A và vuông góc với đ 
tại Ï, tâm đường tròn là 7, bán kính đường 
tròn là /A. 

53. a) Đúng. 

b) Không đúng. 

6. a) Tập hợp phải tìm là trục của đường tròn 

nội tiếp tam giác ABC. 


x| a2 +3/ˆ] 
7. a) V= 5 
162h 
3 
by #2 5a v0. 
24 


8. a) S= (42 +iể +”). 
9. S=m( +b“+c?). 


10.b) Hình lập phương (có cạnh bằng "rỈ 
® là bán kính mặt cầu đã cho). 

11.Mọi mặt phẳng đi qua trục của hình tròn 
xoay đều là mặt phẳng đối xứng. 

12.a) Hình trụ. b) Khối trụ. 

13.Là mặt trụ bán kính ®, có trục là trục của 
đường tròn. 

14.Gọi A là đường thẳng qua tâm Ó của mặt 
cầu và song song với đường thẳng cố định. 
Các tiếp tuyến nằm trên mặt trụ trục A, 
bán kính bằng bán kính mặt cầu. 
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15.a) S.„ = 4n, Sự, =6nR” . 
b) V=2„RŸ. 
c) V'=4R. 
16.a)S,„=2N3xR”.,  §=2m(J3+DR”. 
b) V= J3nÑỲ. 
R3 


c) 4(AB,A)= KG, A là trục của hình trụ. 


17.a) Hình nón. b) Khối nón. 

18.Gọi mặt cầu là SỰ ; R), M là tiếp điểm 
thì MAI=ø không đổi, suy ra các đường 
thẳng qua A tiếp xúc với mặt cầu (S) luôn 
nằm trên mặt nón đỉnh A, trục là đường 


thẳng AI, góc ở đỉnh bằng 2z. 


R9: 2 
i9 8?” 


c) r= Jjh@R-h). 


Su = xhJ2ROR— ñ). 


rh 
20.b) R=———. 
r+Nr7+hF 
3j2 
šI 7 
3 bˆ+c2 


Ôn tập Chương II 
1. Hai điểm đó là A và A', trong đó A' là điểm 
đối xứng với A qua mặt phẳng (P). 


2. Tâm mặt cầu là điểm đối xứng với $ qua 
trung điểm !ƒ của AC, bán kính mặt cầu là 
R=a. 
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3. a) Tâm 7ƒ của mặt cầu phải tìm là giao các 


trục của hai đường tròn đã cho, bán kính 
mặt cầu là 7B. 


b) R=37. 
_a3 
=—. 


4. a) R 


5. a) Wị=2nBẺc: W; =—nc”b; 
" nbˆc7 
3 —=—T—F=DD. 
3 b2+c2 
6. y- 1442 va. Šạp = 14naẺ. 
3 P 


Câu hỏi trắc nghiệm chương II 

1. (D), 2. (B), 3. (A), 4. (D), 5. (B), 6. (B), 
7. (D), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 1H. (C), 
12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (A), 16. (A), 
17. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (A), 21. (A), 
22. (A), 23. (A), 24. (D), 25. (B), 26. (Bì). 


Chương II 
1. a) „=(1:—2;0) ; 
v=:5;—5) ; 


w =(2;3;—l). 


b) cos b. ï) = 


C) u.V=-1 ; b) AB L ÓC  AB.OC =0 


GÉU2DASSEC” e2 sinốt = ¬in| 3r+2 ) 
v.w=26. 
= (S= TC 
. Giả sử u=(x;y;z) thì = ấtP cá ý 
2 f= CHƯNG : 
cos7 P Bì =.—. Ỹ 3 
2 2 
x +y +Z & 3 
9. a) Đồng phăng. 
2 è # 
gos” (. D c5 y : b) Không đồng phẳng. 
Làn lo c) Đồng phẳng. 
guốt5 Tịc “ 10.b) Chu vi bằng 4/2 +3 +5, 
x?+yˆ?+z7 46 
SABC =2” 
Từ đó suy ra đpcm. 2 
v30 
SĂN ta NỈ, c) hà tia Hy Š š 
Mì cos(ứ, v) B 
đ) À=90°, Su NV TU, cosC = NIEỆ 
- =\_ -§N13 ý b 
b) cos(ứ, v)= : =.....- 
65 11.a) [AB,AC |.AD #0 = đpem. 
. k=40. b) AC L BD, 
._.a) Gọi j; là hình chiếu của ÄM⁄ trên mp(OÓxy) cNHÌ vn 
AB,CD)=—— BC, AD)= : 
thì Mỹ = (2; b; 0). cos(AB,CĐ) TH cos(ĐC, )= 
Gọi HJ, là hình chiếu của Ä⁄ trên trục Óx 2 23 
thì #1, =(4;0; 0). CAAOĐES TT WHAI nợ 
b) 4(M,(0xy)) =c|. 12.Chọn hệ trục ÓØxyz có gốc Ó trùng A, Óx 
là tia AC, Óz là tia AS. 
d(M,Ox) =Nbˆ + c7 . 
_— 1 F2 2 2 
c) Gọi M', là điểm đối xứng với Mí qua Bộ Hiện, K BL29AnEE HP HH tì 


mp(Oxy) thì M' (4; b; —c). b) M⁄N L $B khi 4h” = 2a — b. 


* Zz: —kz 13.a) Tâm ƒ(4;-—1;0),&=4. 
„:| E TH t 2]sitel : 


NG_ 


6 


b) Tâm bề) S].£= 
T1 nn 80 
si e12®¿19,AGSD]e= 


A L, ` 
. .a)Mf(—1;0;0). ©) Tâm / [2 ;~1;0], R= 
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14.a) x” + (— 7)” +(z —5)” = 26. 
b) «—2)“+yˆ+z? =4. 
e)œ— Dˆ+(y- 2) +(z-— 3)ˆ= I. 

15.a)2x+y+z—3=0. 
b)x— 4y+3 =0. 
c€)x—5y+z+8=0. 
đ)ìy+z—2=0. 
e)z-=c=0;x-a=0;y—-b=0. 
Ø8) 6x +3y+ 2z -— 18 =0. 
h)2x+y+z—6=0. 

16.a) Cắt nhau. b) Cắt nhau. 
c) Song song. d) Cắt nhau. 


e) Trùng nhau. 


n=-ÏI nề 
11. 9{ b4 2 
m = -Ả. 
m=4 
18.a) Không có. b) m =1. 
9 
c) m z Ì. d)m = ——. 
) ) 19 


19. a) Tập hợp điểm là hai mặt phẳng : 


(2/5-33)x—(5+5\3)y+(4/5+3)z+5J5+/3 =0, 


(5+33)x-(J5—53)y+(45-43)z+5\J5—J3 =0. 


b) Tập hợp điểm là hai mặt phẳng : 
~4x+16y~20z—~1=0, 
32x—-2y—8z—13=0. 

c) Tập hợp điểm là mặt phẳng : 

x+2y+z+2=0. 


|_D+Ð” 
ÝA7 +P ác” 


21.a) M =(0;0; 3). 


20. 


b) M=(0;0;-2). 
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22. a) Chứng minh cosA > 0, cosB > 0, cosC > 0. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (ABC) theo 
đoạn chắn. 


4x+3y—12z+78=0 
4x+3y—12z— 26 =0. 
24.b) Đường thẳng song song với trục Óx : 
x=xg+í 
y=®% 
Z=5ạ. 
Không có phương trình chính tác. 
x=2-f 


1 
c y=3 ; =.== 


z=-l+5 ì 
x=-2 

đ) $y=l 
z=2-ät. 

Không có phương trình chính tắc. 
x=3+2/ 

e) +y=2-5í/ 
z=l. 

Không có phương trình chính tác. 
x=2-í 

B) CS nG'. ộ 
z=-l+5f 


x-2_y-3_ zZ+] 
Sj 'Í[ 5` 


x=4+2r 
25.a) 4y=3-3! ; 
z=l+2t 


x4 ý 3 Z1 
2 -3 * NÊN 


x=-2+2/ 
b) $y=3+í/ ' 
z=l+3i. 


x†+2_y-3ả z-]Ï 
Ũ 1 Cờ 


26. Phương trình hình chiếu vuông góc 
của đ trên mặt phẳng toạ độ (Óxy) là 


x=l+2¡ 


27.a) w(1;4;2), Mẹ (0;8; 3). 
b)2x+y—-3z+1=0. 
x=-8+4í 
c) y=l5-5ï 
Z =f. 
28.a) đ, đ' chéo nhau. 
b)4/đ. 
29. Đường thẳng A cần tìm có phương trình 
x=l-6f 
y=-l-f 
z=l+71. 
x=l 
30. +y=-—-2+4¿ 
z=2-tf. 


31.4) |iq,ứy |. M,M, = 168 #0, 
b)2x+y+4z =0. 
c) 2/21. 


x-3_y-l z-I 


d 
, ổ/ 1 4 


32.a) Gọi ø là góc giữa đ và (ø) thì sinø= 


b) '[Š:9:3)} 
3 3 


33.a) A(1 ; 2; 3). 
x-]l_y-2_ z-3 
2 38. s4. 


b) 


¬ 
NA 
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34.a) d(M, A)= Chng! 


b) đ(N, A)= Go hỷ : 
14 
35.a) Chú ý đ // đ' nên khoảng cách h giữa đ 
và đ” bằng khoảng cách từ một điểm thuộc 
đ tới đ. 


h=2. 


24110 
b) . 
55 


Ôn tập Chương III 


1. a) LA5, AC |AD=4z 0 = đpcm. 


2 
b) VApcp = 3 


c)2x+y+z— 14=0. 


d) x—Đ?+(y—6)2 +(z—2 =s : 


tiếp điểm HỆ : củ ' 3} 
3 3 3 
2. a) 2(:- 
7 +. 7 
7 
b) sinø=——. 
4238 


c)(@):4x-y—2z—9=0. 


d) ( :2:7): 
717 7 
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x=<+í 
Seo cú ý 
: :|Jy T 
Z =f. 
13 
x=—+*f 
3 
b) đi :4y=f 
1e tý 
3 
Xe SỐ 
37 24 35 


. 4)(P):x—9y+5z+20=0. 
b)(@):x—2y—-5z+9=0. 


d) đ(A, d) = “`—=. 


. .A) dLđ. 


ĐT Sa 


ng: 


x=-4 
AE EEPEY, 
z=-Ô+t. 


. 4)(P):2x_— l6y-— 13z+31=0. 


"-: 


b) V= 
2496 


7. a) u.u =0, |, |.MạMạ =20. 


10 


b) (P):x-y-z+9=0, 
(@):x+z—4=0. 


. 4) Góc giữa (P) và (Ó) bằng 602. 


x=l+/ 
b) đ:4y=2+/ 
z=-3-t. 


c)(R):x+y—z+2-=0. 


. a)11;2;3), R= N4. 


b) So sánh |k| với x42. 
c) 6x+3y+2z— 12=0. 
đ)x—2y+3z+8=0. 


4x+3y—12z+26+13414 =0 


4x+3y—12z+26—13.14 =0 


I 1 
.8) .. 
mn p 


b) Ý 


min 


-“ khim=n=p= 3. 


Câu hỏi trắc nghiệm chương III 


1. (Q), 2. (D), 3. (CO, 4. (A), 5. (D), 6. 
7. (B), 8. (A), 9. (A), 10. (C), II. 
16. 
. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (C), 21. 
26. 
31. 
36. 
41. 


12 


42 


. (A), 13. (C), 14. (A), 15. (A), 


. (B), 23. (C), 24. (D), 25. (B), 
. (C), 28. (D), 29. (D), 30. (A), 
. (D), 33. (B), 34. (A), 35. (D), 
. (D), 38. (A), 39. (B), 40. (C), 
. Gì). 


(A). 
(C). 
(C). 
(B), 
(D), 
(A). 
(A). 
(©), 


Ôn tập cuối năm 

I - Bài tập tự luận 

1. Phép tịnh tiến theo vectơ AA' biến khối 
đa diện ABCPOR thành khối đa diện 
A'BCP'OTR' nên hai khối này có thể tích 
bằng nhau. Từ đó suy ra 
VApC.A“®C' = VPoR.PQ'R' = SPon-AAˆ 

2. Gọi V” là thể tích của khối tứ diện cần tìm 


thì hư, 
27 
V 
3. VẠcp'p' — E§ 


4. Gọi V và V” lần lượt là thể tích của các 
khối tứ diện đều và tám mặt đều đã cho. 


Khi đó là hi 
2 


8. a) Chứng minh | AB,AC ].AD z0. 
b) x” +y2+z7— 2x —4y + 2z — 19 = 0, 
tâm /(1 ; 2; —1), bán kính ® = 5. 
c) 3x— 5y+3z+ 13=0, 


d(Ð, (ABC) = — . 


v43 
d) -4x— 3y + 5z + 15 + 25/2 =0. 


e) Gọi r¡, rạ, rạ lần lượt là bán kính các 
đường tròn giao tuyến của mặt cầu (S) và 
các mặt phẳng toa độ (Óxy), (Óyz), (Óxz). 
Khi đó 


n=2j6,  m„=26, n =421. 
9. a) Gọi đi, đa, da lần lượt là hình chiếu của 


A trên các mặt phẳng (Óxy), (Óyz), (Óxz). 
Khi đó 


x=0 
y=-l-f 
z=3f 


x=l+2t 
đị: y=-l-f 
z=0 


: đ : 


x=l+2t 
đy: y=0 
z =äi. 


⁄5 310 


c) đ(A, Óz) = „ ,đ(A,O*)= ———, 


đ)Jy=—-——f 


10. a) Quỹ tích là mặt phẳng có phương trình : 
2x+2y—2z—LI=0. 


b) Quỹ tích là mặt cầu có phương trình : 


(-1J4-0(-3J‡ 


c) Quỹ tích là hai mặt phẳng : 


—x+3y+ (2+ 14)z =0. 
11.a) Đường thẳng A đi qua điểm cố định 
(1;1; 5). 
Góc giữa A và trục Óz bằng 45”. 
b) Quỹ tích là đường tròn tâm !/(I ; 1; 0), 
bán kính R = 5 và nằm trong mp(Øxy). 
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abc 
A|a2p2 +b2c? + c?a? 
\a2p? + b*c? + c?a? 


a? +c? 


12.a) đ(A, (A'BD)) = 


b) đ(A“, CD) = 


abc 


c) 4(BC”,CD?= : 
\a2p? + bˆc? +c?a7 


II - Câu hỏi trắc nghiệm 


1. (C), 2. (C), 3. (D), 4. (B), 5. (A), 6. (B), 7. (A), 
8. (C), 9. (A), 10. (B), I1. (A), 12. (C), 
13. (B), 14. (D), 15. (A), 16. (B), 17. (D), 18. (D), 
19. (A), 20. (A), 21. (D), 22. (D), 23. (Bì. 


HHI - Một số đề kiểm tra 
Đề I 
3 
1. ¬_- b)Ä= SỐ, 


c) Hai hình đối xứng với nhau qua mp(SBD) 
nên bằng nhau. 
2, a) AB = BC = CA = 342. 
b) Phương trình mặt phẳng (ABC) : 
x+y+z—5=(0. 
125 
= .ẻ 


V 


x=2+í 
Cc) y=í 
z=3+t. 


đ) Có hai điểm D: Dị =(4;2; 5), 
D;=(0;-2; T). 
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Đề II 

a\22 a342 
1. a) R= P § b) VD gcc'g' nàn 
2. a) Phương trình mặt cầu : 


x°+yˆ+z7— 8x— 7y 7z + 12=0. 
b) Phương trình đường thẳng qua H, Ó, G: 


ẤP 2 
6 3. 
©) d(Ó, A)= 


trong đó A=(ABŒ')(A'B'C). 


Đề II 
1. 


a) Thiết diện là một hình bình hành. 
b) Hai khối 4 và .2 đối xứng với nhau 
qua Ó nên bằng nhau. 


c) Vựi =3VAA'pp- 


..a) đA, Ox) = d(B, O») = 10. 


b) Có hai điểm C : 


Œị=(0;0;4), 
C¿ =(0;0;—2). 
x=0 
c) $y=-3+í 
z=-l+t. 


đ) Phương trình mặt cầu : 


ni Ì 3 4105 
x+—| +|y+—| +Z=—.. 
10 5 100 
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